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Roteiro 1
Incidéncia

Contetido: O que € teoria? O que € definicdo de objeto matemético? O que é
axioma? O que € teorema? O que é demonstracdo de teorema? O que € sistema
axiomdtico? Termos primitivos da geometria plana: ponto e reta. Relacdo de
incidéncia. Axiomas de incidéncia. Quantos pontos uma reta possui? Quantos
pontos o plano possui? Modelo para um sistema axiomético.

Item 1.1. Contextualizacdo histérica: De Tales a Euclides. "Os Elementos" (ex-
posta oralmente). Contextualiza¢do dentro do curso (exposta oralmente).

Item 1.2. O que € teoria? Consulta no Dicionério Aurélio: Do grego: theoria,
’acdo de contemplar, examinar’.

(a) Conhecimento especulativo, meramente racional.
(b) Conjunto de principios fundamentais duma arte ou duma ciéncia.
(c) Doutrina ou sistema fundado nesses principios.

(d) (Filosofia.) [Teoria €] Conjunto de conhecimentos ndo ingénuos que apre-
sentam graus diversos de sistematizacdo e credibilidade, e que se propdem
explicar, elucidar, interpretar ou unificar um dado dominio de fendmenos ou
de acontecimentos que se oferecem a atividade pratica.

(e) (Ldgica.) [Teoria €] Do ponto de vista estritamente formal, o sistema de pro-
posi¢des em que ndo se encontram proposi¢des contraditdrias, nem nos axio-
mas, nem nos teoremas que deles se deduzem.

(f) Teoria das idéias. (Filosofia.) Doutrina fundamental do platonismo, que con-
siste em conceber entidades eternas e imutdveis que seriam objeto de conheci-
mento verdadeiro e de que as coisas do mundo sensivel constituiriam pélidos
reflexos.

{roteiro:1}

{item:1:1}

{item:1:2}
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{item:1:5}

{item:1:6}
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Item 1.3. Uma teoria € constituida de objetos e afirmacdes a respeito dos
objetos.

Exemplo de teoria: geometria euclidiana; os seus objetos sdo ponto, reta, angulo,
triangulo, etc; exemplos de afirmacdes: por dois pontos passa uma e uma so reta;
as diagonais de um retangulo sdo iguais.

Item 1.4. O enunciado de uma afirmacdo consiste de uma hipétese e de uma
tese. A hipdtese € aquilo que se admite como sendo dado. A tese € aquilo que esta
assegurado na presencga da hipotese.

Item 1.5. O que é demonstracdo de uma afirmac¢ao? O que € axioma? O que é
teorema?

Uma prova ou demonstragdo de uma afirmacdo € uma seqiiéncia de afirmacdes,
acompanhadas de suas justificativas, que conduzem a tese. A justificativa de cada
afirmacdo que aparece numa demonstracdo € feita através de afirmacOes estabele-
cidas anteriormente. Assim, provar ou demonstrar uma afirmacio ¢ mostrar como
ela decorre logicamente de outras afirmagdes ja estabelecidas anteriormente. Para
que a cadeia de demonsirag¢des de afirmacdes ndo se estenda para trds indefinida-
mente € inevitdvel que se concorde em aceitar algumas afirmacdes sem demons-
tracdo. As afirmacdes aceitas sem demonstracdo sdo chamadas de axiomas ou
postulados. As afirmagdes que sdo demonstradas sdo denominadas de teoremas,
proposig¢des, coroldrios ou lemas.

Item 1.6. O que é definicdo de um objeto? O que € objeto primitivo? E objeto
definido?

A defini¢do de um objeto € o enunciado das propriedades caracterizadoras do ob-
jeto. As propriedades caracterizadoras servem para distinguir o objeto definido
dos outros objetos. Objetos, termos e conceitos sao sindnimos. Exemplo de defi-
nicdo: retangulo é um paralelogramo que tem os quatro angulos retos. Portanto,
um objeto € retangulo se for paralelogramo e se seus angulos forem retos. Uma
condi¢do que deve cumprir uma defini¢do € a de que os termos que aparecem no
seu enunciado deverdo ter sido estabelecidos anteriormente. Assim, os termos
paralelogramo e angulo reto que aparecem na definicdo de retdngulo terdo que
ser definidos anteriormente. Para que a cadeia de defini¢des de objetos nao se
estenda para tras indefinidaménte € inevitdvel que se concorde em adotar alguns
objetos sem definicdo. Os objetos aceitos sem defini¢do sdo chamados de obje-
tos ou termos primitivos ou ndo-definidos. Os outros sdo objetos derivados ou
definidos.

{item:1:3}
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(item:1:7) Item 1.7. De que € constituido um sistema axiomatico?

Um sistema axiomatico € constituido de objetos nao-definidos, objetos definidos,
relagcdes entre objetos, axiomas e teoremas.

Item 1.8. Comecando a construir uma geometria plana. {item:1:8}

Objetos primitivos: ponto e reta.

Relacdo primitiva: [ponto] pertence a [reta] ("relacdo de incidéncia").

Neste curso estudamos apenas a geometria plana; sendo assim, plano é definido
como o conjunto de todos os pontos. Quando se estuda a geometria espacial,
plano é um conceito primitivo.

Como ndo sabemos o que € "ponto”, "reta" e nem o que € a relacdo "pertence a",
como € que vamos trabalhar com eles? Resposta: os axiomas é que nos dao as pri-
meiras propriedades desses objetos e que nos instrumentalizam para manipula-los.
Nada podemos afirmar sobre esses objetos que ndo seja decorrente dos axiomas.
Comecgamos a enuncia-los.

Item 1.9. Primeiro axioma, I;: {item:1:9)}
{ax:I1}
Axioma 1 (I;). Qualquer que seja a reta, existe ponto que pertence a ela e existe

ponto que ndo pertence a ela.

Primeiramente, uma questao de linguagem. Usamos a expressao "existe ponto" com
o mesmo sentido de "existe pelos menos um ponto". Nao significa nem que "existe
exatamente um ponto”, nem que "existe mais de um ponto". Toda afirma¢ao ma-
tematica pode ser escrita na forma: "Se [hipdtese], entdo [tese]." Numa dada
situacdo em que a hipdtese estd presente, vale também a tese. Dizemos que a hi-
pétese implica a tese, ou que a tese é conseqiiéncia da hipétese. Na forma "se ...,
entdo ...", o Axioma [; pode ser escrito: Se r € uma reta qualquer, entdo existe
um ponto P pertencente a 7 e existe um ponto () ndo pertencente a r. Assim, a
hipdtese e a tese deste axioma sdo:

Hipoétese: r € uma reta.

Tese:

(a) existe um ponto P pertencente a r;
(b) existe um ponto () ndo pertencente a r.

A parte (a) da tese nos diz que reta € um conjunto ndo vazio, isto €, toda reta
possui pelo menos um ponto, enquanto a parte (b) diz que uma reta ndo contém
todos os pontos do plano.

Item 1.10. Segundo axioma, I5: (item:1:10)
{ax:I2}
Axioma 2 (I;). Dois pontos determinam uma reta.



{item:1:11}
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Em outras palavras, dados dois pontos distintos quaisquer, existe uma e uma so
reta que os contém. Para este axioma temos:

Hipdtese: A e B sao dois pontos.

Tese:

(a) existe uma retar que contém A e B;
(b) r é unica; isto €, se s € uma reta que contém A e B, entdo s = 7.

Na pratica, o uso do fato de que r € unica € como explicado no item (b): quando
se tem duas retas r e s que contém os pontos A e B, entdo s = r. Isto significa
que todo ponto de s € ponto de 7, e vice-versa.

Item 1.11. Quantos pontos uma reta possui?

A pergunta assim colocada € ambigua. O que perguntamos € o seguinte: Podendo
utilizar apenas os axiomas I; e I, quantos pontos podemos garantir que uma reta
possui?

Resposta tentativa: pelo menos dois (?7??). Com esta resposta enunciamos a se-
guinte afirmacéo, que deve ser provada.

Afirmacdo. Qualquer reta possui pelo menos 2 pontos (???). (Enunciado na forma
"Se ..., entdo ... ": Se r é uma reta, entdo existem dois pontos em 7 (??77).)
Hipoétese: r € uma reta qualquer

Tese: existem dois pontos em 7

Tentativa de demonstracdo (dada por um aluno em classe).

Afirmacoes Justificativas
1. Seja r uma reta qualquer 1. hipétese

2. Seja Aum ponto de r e seja | 2. axioma I,
B um ponto fora de
3. Seja s a reta determinada | 3. axioma Iy
por Ae B A reta s tem dois
pontos, como queriamos pro-
var!!!?7?? (erro!)

Onde estd o erro da tentativa de demonstracao acima? Resposta: o que foi provado
aqui € que a reta s determinada pelos pontos A e B possui dois pontos. Acontece
que a reta s € uma reta particular: a reta determinada pelos pontos A e B. O que se
quer provar € que uma reta qualquer r possui dois pontos, o que nio foi provado
acima.

Depois de algumas discussdes em sala chegou-se a pensar que: "Parece" que,
usando apenas os dois axiomas, ¢ impossivel provar que uma reta qualquer pos-
sui dois pontos. Mas como provar isto, ou seja, que € impossivel provar que
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uma reta possui pelo menos dois pontos? Para se provar que uma afirmacao €
falsa, constréi-se um contra-exemplo, isto €, um exemplo particular que contraria
a afirmagdo. No caso de geometria, um exemplo concreto é o que € denominado
modelo para a geometria.

Item 1.12. O que é modelo para uma geometria?

Um modelo para uma geometria definida por um conjunto de axiomas é dado
por uma representacdo dos seus termos e relagdes primitivos por outros objetos e
relagdes que satisfacam os axiomas. Modelos desempenhardo papel fundamental
neste curso, tanto no aspecto pedagdgico quanto no légico. Os modelos servem
para se dar exemplos e contra-exemplos para algumas afirmagdes.

Item 1.13. Exemplo de modelo com trés pontos que satisfaz os dois axiomas de
incidéncia.

Neste exemplo, os pontos sdo letras A, B, ... e as retas sd@o conjuntos de letras
{A}, {A, B},.. . A relagdo de incidéncia "ponto pertence a reta" ¢ interpretada
por "letra pertence a conjunto".

Tentemos construir um modelo com dois pontos A e B. Para satisfazer o Axioma
I;, o conjunto { A, B} terd que ser uma reta. Mas o Axioma I, exige a existéncia
de um terceiro ponto C' ndo pertencente a reta { A, B}. Logo, ndo existe modelo
com dois pontos, satisfazendo os dois axiomas.

Tentemos, pois, um modelo com trés pontos A, B e C. Como, para cada dois
pontos distintos, deve existir uma reta que os contém (Axioma Iy) deveremos ter
pelo menos trés retas: {A, B}, {A,C} e {B,C} (ja que ndo se pode ter a reta
{A, B, C}, porque isto obrigaria a se ter um quarto ponto, fora desta reta). Para
que se tenha de fato um modelo, resta mostrar que os axiomas I; e I, estdo satis-
feitos.

(a) Verificacdo de que o Axioma I; estd satisfeito. Devemos exibir, para cada
reta, um ponto pertencente a ela e um ponto nao pertencente a ela. O quadro
abaixo mostra isto.

Reta (a) Ponto pertencente a reta | (b) Ponto nao pertencente a reta.
{A,B} | A C
{A,C} | A B
{B,C} | B A

(b) Verificacdo de que o Axioma I, estd satisfeito. Para cada dois pontos distintos,
devemos mostrar que existe uma e uma sé reta que os contém. O quadro
abaixo mostra, para cada par de pontos, { B, A} a tnica reta que os contém.

{item:1:12}

{item:1:13}
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Dois pontos | Unica reta que os contém.
AeB {A, B}
AeC {A,C}
BeC {B,C}

Portanto, a representacao de ponto, reta e da relacdo de incidéncia da maneira
como foi feita satisfaz os axiomas de incidéncia. Construimos, assim, um
modelo com trés pontos: A, B e C e trés retas: {A, B}, {A,C}e{B,C}.

Item 1.14. Outro exemplo de modelo que satisfaz os axiomas I; e L.

Os pontos sdo as letras A, B e C. As retas sdo os conjuntos de letras { A, B},
{A,C}, {B,C} e {A}. Agora, o quadro que se usa para mostrar que o Axioma
I;, estd satisfeito é o seguinte:

Reta (a) Ponto pertencente a reta | (b) Ponto nao pertencente a reta
{A,B} | A C
{A,C} | A B
{B,C} | B A
{A} A B

Para o restante, nada muda. Vocé estd surpreso com a reta { A}, que é constituida
s6 de um ponto? O fato € que ela também satisfaz o Axioma I;, como as outras.
Quanto ao Axioma I, na sua hip6tese ndo aparece reta; logo a reta { A} ndo tem
que ser testada neste axioma.

Item 1.15. Propriedade fundamental dos modelos. Qualquer teorema que
se pode provar com os axiomas de incidéncia é vdlido em qualquer modelo que
satisfaca os axiomas de incidéncia.

Isto acontece porque, como o teorema decorre dos axiomas, € 0s axiomas sao
validos no modelo, segue que o teorema também é valido no modelo.

Item 1.16. Como se prova que é impossivel provar (estando valendo apenas os
dois axiomas de incidéncia) que cada reta possui pelo menos dois pontos?

Resposta: dando um contra-exemplo, isto €, exibindo um modelo que satisfaz os
dois axiomas de incidéncia, tendo uma de suas retas apenas 1 ponto. Um modelo
assim foi construido no item 14.

De fato, queremos provar que a afirmacdo "Cada reta possui pelo menos 2 pon-
tos" € falsa. Para isto, basta dar um contra-exemplo para ela. O modelo consti-
tuido dos pontos A, B, C e das retas {A, B}, {A,C}, {B,C}, {A} é um contra-
exemplo para a afirmacao, pois possui uma reta com 1 sé ponto. Pela propriedade
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fundamental dos modelos, se a afirmagdo fosse verdadeira, isto é, fosse um te-
orema decorrente dos dois axiomas, ela deveria ser vdlida em qualquer modelo
satisfazendo os dois axiomas.

Item 1.17. Quantos pontos existem? (Melhor: Utilizando apenas os axiomas I; e
I3, quantos pontos podemos provar que existem?)

Nao pense que o axioma I, garante a existéncia de dois pontos Tente provar que
existe pelo menos um ponto. Se conseguir mostre o seu argumento para um co-
lega; provavelmente ele vai descobrir um erro.

Item 1.18. Quantas retas existem? (Melhor: Utilizando apenas os axiomas I; e
I5, quantas retas podemos afirmar que existem?)

Se vocé conseguir provar que existe pelo menos uma reta, desconfie da sua de-
monstracao.

Item 1.19. Depois de algumas tentativas chega-se a conclusao de que "parece que
ndo da para provar que existem pontos e que existem retas".

Uma interpretacdo equivocada de varios alunos € a de que a hipétese do axioma
I, (A e B sdo dois pontos) garante que existem dois pontos. Nao € assim! O
que qualquer enunciado garante € que, se as condi¢bes enunciadas na hipotese
estiverem presentes entdo a tese estd garantida. S6 se pode aplicar o Axioma I,
se outros argumentos conduzirem a presenga de dois pontos.

Por exemplo, na afirmacao "se chover amanha, entdo nao irei ao clube", ndo esta
assegurado que vai chover amanha (a hipétese). O que estd assegurado € que nao
irei ao clube (tese), se as condi¢des da hipdtese estiverem presentes (se chover
amanha).

Item 1.20. Resumindo, o axioma I; ndo afirma que existe reta; o que ele afirma é
que se nos for dada uma reta, entdo podemos tomar um ponto nela e um ponto fora
dela. O Axioma I; nfo afirma que existem dois pontos. Ele afirma que, toda vez
que tivermos dois pontos, haverd uma reta (e uma s6) que passa por eles. Tente
provar que € impossivel provar: (1°.) que existe ponto e (2°.) que existe reta.

Esta é uma questao dificil para principiantes porque usa argumentos inéditos para
alunos. Um modelo de geometria sem pontos e sem reta satisfaz os axiomas I; e
I5, por vacuidade: como ndo hé elementos que satisfacam as hipéteses, as teses
ndo sdo contrariadas. Veja a lista de exercicios n. 1.

Item 1.21. Como os dois axiomas dados ndo garantem que pontos € retas existem,
para garantir a sua existéncia, precisamos de um axioma que garanta a existéncia
de ponto e de reta.

{item:1:17}

{item:1:18}

{item:1:19}

{item:1:20}

{item:1:21}



{item:1:23}

{item:1:24}
{teo:existsline}

{item:1:25}

{item:1:26}

{item:1:27}

eo:exists3points}
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Item 1.22. Tentativas para o enunciado do terceiro axioma:
Enunciado 1: "Existe pelo menos um ponto";

Enunciado 2: "Existe pelo menos uma reta";

Enunciado 3: "Existem pelo menos dois pontos".

E bom que o enunciado a ser proposto garanta a existéncia de ponto e de reta.
Como o leitor pode verificar, o enunciado 1 ndo garante a existéncia de reta. O
leitor também pode verificar que qualquer um dos outros dois enunciados sdo
bons. Adotaremos o enunciado 3 como o terceiro axioma.

Item 1.23. Terceiro axioma, I3:

Axioma 3 (I3). Existem pelo menos dois pontos.

Item 1.24. Teorema:

Teorema 1.1. Existe reta.

Demonstragdo. O Axioma I3 garante que existem dois pontos A e B. Agora, o
Axioma I, pode ser aplicado, e existe uma reta que contém A e B. [

Item 1.25. Voltamos as perguntas em 11, 17 e 18, agora acrescentando o axioma
Is.

Quantos pontos uma reta possui? Resposta: pelo menos 1. Prova?
Quantos pontos existem? Resposta: pelo menos 3. Prova?
Quantas retas existem? Resposta: pelo menos 3. Prova?

Item 1.26. Admitindo apenas os trés axiomas, como se prova que € impossivel
provar que cada reta possui mais de um ponto?

Basta exibir um modelo que satisfaz os trés axiomas de incidéncia, mas em que
uma de suas retas possui apenas 1 ponto. O modelo construido no item 14 satisfaz
também o Axioma I3 e tem uma reta com 1 ponto. Este modelo é um contra-
exemplo para a afirmacao de que existe mais de um ponto em qualquer reta.

Item 1.27.  Quantos pontos existem? Mais precisamente: admitidos apenas os
trés axiomas Iy, I, e I3 quantos pontos podemos garantir que existem?

Teorema 1.2. Existem pelo menos trés pontos.

Demonstragdo.

i Sejam A e B dois pontos distintos (Axioma I3).

{item:1:22}
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i1 Seja r a reta determinada por A e B (Axioma I5).
iii Seja C' um ponto fora de r (Axioma I,).

iv O ponto C € distinto de A e de B por estar fora dareta r ¢ A e B estarem na
reta r.

A figura abaixo, que utiliza representagdes intuitivas de ponto e reta, ilustra os
passos da demonstragao.

{Fig:01:27}

r r

L A A
°
C
°
B B B
Axioma I3 Axioma Iy Axioma I;

Figura 1.1: Existem pelo menos trés pontos.
[]

Item 1.28. Tentativa frustrada de demonstragdo de que existem pelo menos 4 (jtem:1:28}
pontos.

Um aluno apresentou a seguinte "demonstracao" de que existem pelo menos 4
pontos. Os trés passos iniciais sdo os mesmos da demonstracdo do Teorema 1.2.
Agora, pelo Axioma I, existe uma reta ¢ que passa por B e C'. Pelo Axioma I,
aplicado a reta t, existe um ponto D fora de r. Portanto existem 4 pontos: A, B,
C, D (erro!). Onde estd o erro? Resposta: O Axioma I; s6 garante a existéncia de
1 ponto fora de ¢. Copio A ja esta fora de ¢, o axioma ndo garante a existéncia de
um novo ponto D fora de ¢.

{Fig:01:28}
,

T T T °
D
A A A A A
¢ "
‘c C C
°B B B B B

Ax. I3 Ax. I Ax. I; aplicadoar Ax. Iy Ax. I aplicado a t

Figura 1.2: Nao existe necessariamente 4 pontos.
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teo:exists3lines}

{Fig:01:30}

{item:1:31}
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Item 1.29. Como se prova que € impossivel provar que existem mais de trés
pontos?

Se fosse possivel provar que existem mais de trés pontos, entdo qualquer modelo
que satisfaz os trés axiomas teria que ter mais de trés pontos. Portando, basta
exibir um modelo que satisfaz os trés axiomas de incidéncia, mas com apenas trés
pontos. Um modelo assim foi exibido no item 13.

Item 1.30. Quantas retas existem, admitindo apenas os trés axiomas de incidén-
cia?

Teorema 1.3. Existem pelo menos trés retas.

Demonstragdo. Os trés primeiros passos sdo como na demonstra¢do do Teorema
B. Sejam agora s a reta determinada por A e C' e t a reta determinada por B e C.
Precisamos mostrar que as retas r, s e ¢ sdo distintas. (a) r € diferente de s porque
C estd em s, mas ndo estd em 7. (b) r € diferente de ¢ porque C' estd em ¢, mas
ndo estd em 7. (c) s € diferente de ¢ porque B estd em ¢, mas ndo estd em s. Aqui,
0 que precisa ser justificado € porque B ndo estd em s (isto ndo € ficil; veja o
argumento a seguir). De fato, se B estivesse em s, teriamos dois pontos comuns a
r e s, a saber, os pontos A e B. Pelo Axioma I, as retas r e s seriam coincidentes.
Isto acarretaria que o ponto C' também estaria na reta r, o que contraria o fato de
que C' estd fora de r. Logo, B ndo pode estar em s. Isto conclui a demonstragao
de que existem trés retas.

[
T T T
S
oA A A A
[ ]
C C
[ ]
B B B 7B
Axioma I3 Axioma I Axioma I Axioma I
Figura 1.3: Existem pelo menos trés retas.
Item 1.31. Como se prova que € impossivel provar que existem mais de trés

retas?

Basta exibir um modelo que satisfaz os trés axiomas de incidéncia, mas com ape-
nas 3 retas. Um modelo assim foi construido no item 13.

{item:1:29}
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1.1 Resumo

Objetos primitivos: ponto e reta.
Relac¢do primitiva: [ponto] pertence a [reta] ("relagdo de incidéncia").

Axioma I,. Qualquer que seja a reta, existe pelo menos um ponto que pertence a
ela e existe pelo menos um ponto que ndo pertence a ela.

Axioma I,. Dois pontos determinam uma reta. Em outras palavras, dados dois
pontos distintos quaisquer, existe uma e uma so reta que os Contém.

Axioma I3. Existem pelo menos dois pontos.

Geometria de incidéncia ¢ constituida dos conceitos ndo-definidos ponto e reta,
da relagdo ndo-definida pertence a, dos axiomas de incidéncia I, I, I5 e de todos
os teoremas que se podem demonstrar a partir destes axiomas.

Modelo para uma geometria. Para construir um modelo para uma geometria
de incidéncia, di-se uma interpretacdo concreta para os termos e relacdo nao-
definidos e mostra-se que os trés axiomas sdo validos.

Propriedade fundamental dos modelos. Qualquer teorema que se pode provar
com os axiomas de incidéncia € valido em qualquer modelo que satisfaca os axi-
omas de incidéncia.

Teorema 1.1. Existe reta.
Teorema 1.2. Existem pelo menos trés pontos.
Teorema 1.3. Existem pelo menos trés retas.
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1.2

1.1.
1.2.
1.3.
14.
1.5.
1.6.

1.7.

1.8.
1.9.
1.10.
1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.
1.16.

1.17.

ROTEIRO 1. INCIDENCIA

Lista de Exercicios n. 1

Os trés axiomas garantem a existéncia de quantos pontos?

Os trés axiomas garantem a existéncia de quantas retas?

Os trés axiomas impedem a existéncia de mais de trés pontos?

Os trés axiomas impedem a existéncia de mais de trés retas?

Qual é o menor modelo que se pode construir satisfazendo os trés axiomas?
Qual é a menor quantidade de retas que um modelo pode ter?

Pode um modelo que satisfaz os trés axiomas, com exatamente trés pontos, possuir
trés retas? E quatro? E cinco? E seis?

Existe modelo com quatro pontos?

Existem retas sem pontos? E com um sé ponto? E com dois? E com trés?
Todas as retas tém a mesma quantidade de pontos?

Como se prova que é impossivel provar que existem mais de trés pontos?

Admitindo apenas os axiomas I e I, como se prova que é impossivel provar que
existe pelo menos um ponto?

Admitindo apenas os axiomas I e I, como se prova que é impossivel provar que
existe pelo menos uma reta?

Admitidos os axiomas 11 e I> e se for adotado o axioma Is, enunciado abaixo,
em lugar do axioma I3, os teoremas que se podem provar com Iy, I e I3 sdo os
mesmos que se podem provar com I, I e Iy

Axioma I3. Existe pelo menos uma reta.
Como se prova que ndo se pode provar Iy, a partir de I3 e 137
Como se prova que ndo se pode provar 1>, a partir de I e I3?

Como se prova que ndo se pode provar I3, a partir de I e Io?
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1.3 Solucoes da Lista de Exercicios n. 1

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

Os trés axiomas garantem a existéncia de quantos pontos?

Resposta:
Veja os itens 27, 28 e 29 do Roteiro 1.

Os trés axiomas garantem a existéncia de quantas retas?

Resposta:
Veja os itens 30 e 31 do Roteiro 1.

Os trés axiomas impedem a existéncia de mais de trés pontos?

Resposta:
Nao. Para provar isto, basta construir um modelo com 4 pontos.

Pontos: A, B, C, D.
Retas: {A, B}, {A,C}, {A, D}, {B,C},{B,D}e{C,D}.

Verifique vocé que os Axiomas I; e I» estdo satisfeitos, construindo as tabelas
semelhantes as do item 13, do Roteiro 1. E claro que o Axioma I3 também estd
satisfeito.

Os trés axiomas impedem a existéncia de mais de trés retas?

Resposta:
N3ao. Para isto basta exibir um modelo com mais de trés retas. O modelo com 4
letras e 6 retas do Exercicio 3 resolve a questio.

Qual é o menor modelo que se pode construir satisfazendo os trés axiomas?

Resposta:
Vamos mostrar que ¢ o modelo com 3 pontos e 3 retas.

(a) O Axioma I3 garante que existem 2 pontos, digamos, A e B.
(b) O Axioma I obriga a existéncia de uma reta contendo A e B: { A, B}.
(c) O Axioma I; obriga a existéncia de um ponto fora de { A, B}, digamos, C'.

(d) O Axioma I obriga a existéncia das retas {A,C'} e {B,C}.

Fomos obrigados a criar 3 pontos e 3 retas. Como vimos, este ¢ um modelo que
satisfaz os 3 axiomas.
Qual é a menor quantidade de retas que um modelo pode ter?

Resposta:
Pelo que vimos no Exercicio 5, sdo 3 retas.
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

ROTEIRO 1. INCIDENCIA

Pode um modelo que satisfaz os trés axiomas, com exatamente trés pontos, possuir
trés retas? E quatro? E cinco? E seis?

Resposta:
Sim. O modelo do Exercicio 5 tem 3 retas. Basta acrescentar uma, duas e trés
dentre as retas { A}, { B} e {C'} para se obter modelos com 4, 5 e 6 retas.

Existe modelo com quatro pontos?

Resposta:

Sim. 0 modelo do Exercicio 3 é um deles. Pergunta: Vocé acha que, sendo os
pontos A, B, C'e D e asretas {A, B,C}, {A,D}, {B,D} e {C, D}, tem-se um
modelo que satisfaz os 3 axiomas? A resposta é sim. Prove, construindo as tabelas
semelhantes as do item 13, do Roteiro 1.

Existem retas sem pontos? E com um s6 ponto? E com dois? E com trés?

Resposta:

Niao existe reta sem pontos, pois 0 Axioma I; garante que cada reta possua pelo
menos 1 ponto. Os modelos criados nos exercicios anteriores exibem retas com 1,
com 2 e com 3 pontos.

Todas as retas tém a mesma quantidade de pontos?

Resposta:
Em um mesmo modelo podem-se ter retas com diferentes quantidades de pontos,
como mostram alguns dos modelos citados em exercicios anteriores.

Como se prova que é impossivel provar que existem mais de trés pontos?

Resposta:

Exibindo um modelo com exatamente 3 pontos, como o construido no item 13, do
Roteiro 1. O argumento € o seguinte: se fosse possivel provar que existem mais de
3 pontos, ndo poderia existir um modelo com exatamente 3 pontos.

Admitindo apenas os axiomas I e I, como se prova que é impossivel provar que
existe pelo menos um ponto?

Resposta:

Construindo um modelo sem pontos. Aqui estd. Pontos: nenhum. Retas: nenhuma.
Este modelo satisfaz os axiomas por vacuidade. Isto significa que, ndo estando as
hipdteses presentes, as teses ndo podem ser contrariadas.

Admitindo apenas os axiomas I e I, como se prova que é impossivel provar que
existe pelo menos uma reta?
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1.14.

1.15.

1.16.

Resposta:

Exibindo um modelo que satisfaz I; e I3, mas que ndo possua reta. mesmo mo-
delo do exercicio 12, do Roteiro 1. resolve a questdo. Aqui estd outro modelo.
Pontos: a letra A. Retas: nenhuma. Este modelo satisfaz os axiomas por vacui-
dade. Isto significa que, ndo estando as hipdteses presentes, as teses nao podem ser
contrariadas.

Admitidos os axiomas I e I» e se for adotado o axioma I3, enunciado abaixo,
em lugar do axioma I3, os teoremas que se podem provar com Iy, I e I3 sdo os
mesmos que se podem provar com I, I e Iy

Axioma I3. Existe pelo menos uma reta.

Resposta:

Sim. I3 e I3/ sdo equivalentes e, por esta razdo, como veremos mais na frente, os
teoremas que se podem provar com um deles sdo os mesmos que se podem provar
com o0 outro.

Definicao. Dois axiomas sdo equivalentes quando, admitido um deles como ver-
dadeiro, o outro pode ser provado.

Vamos mostrar que os dois axiomas sdo equivalentes.

(a) Supondo vilido o axioma I3 vamos provar I3. Sejam A e B dois pontos (hi-
pétese do I3). Por I, existe uma reta que contém A e B. Isto prova Ig.

(b) Supondo vélido o axioma I3 vamos provar Is. Seja r» uma reta (hipétese do
I3/). Por I, existe um ponto A em r e um ponto B fora de r. Logo, existem
dois pontos, provando I3.

Agora, suponhamos que para provar certo teorema T foi utilizado em algum passo
da demonstragao o I3. Ora, se for adotado o I3/, o I3 pode ser provado antes e assim
ele pode ser aplicado naquele passo da demonstracdo do teorema T. Assim sendo,
um teorema que se pode provar com o I3 pode também ser provado com o I3.

Como se prova que ndo se pode provar 11, a partir de I3 e I3?

Resposta:

Exibindo um modelo que satisfaz I, e I3, mas ndo satisfaz I;. Aqui estd o modelo.
Pontos: A e B. Retas: {A, B} (uma s6). Este modelo néo satisfaz I, pois ndo
existe ponto fora da reta { A, B}. E claro que satisfaz I, e I3.

Como se prova que ndo se pode provar I, a partir de I e I3?

Resposta:

Exibindo um modelo que satisfaz I; e I3, mas ndo satisfaz Is. Aqui estd o modelo.
Pontos: A e B. Retas: { A} (uma s6). E claro que satisfaz I; e I3. Este modelo ndo
satisfaz I5 pois ndo existe reta que contém os dois pontos A, B.
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1.17. Como se prova que ndo se pode provar I3, a partir de I e I5?

Resposta:
Basta construir um modelo que satisfaz I; e I3, mas ndo satisfaz I3 (ou seja, um
modelo com menos de 2 pontos). E o que faremos a seguir.

Pontos do modelo: A (s6 um ponto).
Retas: nenhuma.

Este € um modelo com um sé ponto e nenhuma reta. Por que satisfaz I (Se r é
uma reta, entdo existem um ponto nela e um ponto fora dela)? Porque ndo existe
nenhuma reta e, assim, a sua tese ndo é contrariada! O axioma I; ndo estaria
satisfeito, se a sua hipdtese estivesse presente (tivéssemos uma reta) e a tese fosse
contrariada (ndo existisse ponto nela ou fora dela). Quando isto acontece, dizemos
que o axioma I; estd satisfeito por vacuidade. Da mesma maneira, o axioma Iy
(se A e B sdo dois pontos, entdo existe uma unica reta que os contém) também
estd satisfeito por vacuidade, pois a sua tese ndo € contrariada, ja que nfo existem
dois pontos para exigir a existéncia de uma reta que os contenha. Isto conclui a
demonstragao.

Pergunta ao leitor: Um modelo sem ponto e sem reta também serviria?



Roteiro 2

Paralelismo

Contetido: Retas paralelas. Retas que se interceptam. Retas que se interceptam
existem? Retas paralelas existem? Axiomas de existéncia e unicidade de paralela.
Lema da transversal. Novo enunciado para o Axioma I;.

Item 2.1. Por que retas paralelas sdo interessantes?

Item 2.2. Como se definem retas paralelas?

Definicao 2.1. Duas retas sao paralelas se ndao tém ponto em comum. Duas retas
se interceptam se ndo sdo paralelas, isto é, se tém ponto em comum.

Item 2.3. Retas que se interceptam existem (admitidos apenas os trés axiomas de
incidéncia)? Sim. Para provar isto, vamos construir duas retas que se interceptam
utilizando os axiomas dados até agora.

* B B
A

Figura 2.1: Existem retas que interceptam.

Comecamos com uma reta 7, cuja existéncia estd garantida pelo Teorema 1.1 do
Roteiro 1:

i Seja A um ponto em 7 e seja B ponto fora de r (Axioma I).
ii Seja s a reta determinada por A e B (Axioma I5).

iii Asretas r e s s@0 retas que se interceptam, pois t€ém o ponto A em comum.
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{def.parallel}

{item:2:3}

{Fig:02:03}
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Qualquer que seja o ponto A, existem pelo menos duas retas que passam por ele.
Voce é capaz de provar a afirmacdo? E possivel provar que existem trés retas
passando por A?

Item 2.4. Admitidos apenas os trés axiomas de incidéncia, € possivel provar que
retas paralelas existem? Tente construir duas retas paralelas.

Facamos algumas especulagoes.
Afirmacdo 1. Retas paralelas existem. E impossivel provd-la.

Basta dar um contra-exemplo: modelo em que os pontos sdo as letras A, B e C;
e as retas sdo os conjuntos {A, B}, {A,C} e {B,C}. Neste modelo ndo existem
retas paralelas. Se fosse possivel provar a afirmacdo 1, em qualquer modelo teria
que haver retas paralelas.

Afirmacao 2. Retas paralelas ndo existem. Esta é a negacdo da afirmacdo 1 e
também é impossivel provd-la.

Contra-exemplo: modelo em que os pontos sdo as letras A, B e C'; e as retas
sdo os conjuntos {A, B}, {A,C} e {B,C}, {A}. Asretas {B,C} e {A} sdo
paralelas. Se fosse possivel provar a afirmacao 2, em nenhum modelo existiriam
retas paralelas.

Conclusao. Nem ¢ possivel provar que existem, nem € possivel provar que nio
existem, estando presentes apenas os trés axiomas de incidéncia. Dizemos que
"Retas paralelos existem"é uma afirmacao indecidivel, isto €, ndo € possivel pro-
var que ela € verdadeira, nem que ela € falsa. Outra coisa: uma definicao por si
s6 nao garante a existéncia do objeto definido.

Item 2.5. Ja que é impossivel provar que existem retas paralelas, se quisermos que
elas existam teremos que declarar isto através de um axioma. Mas a experiéncia
aconselha-nos a tomar um e declarar que retas paralelas existem. E melhor tratar
da possibilidade de existéncia e de unicidade de reta paralela a uma reta dada
por um ponto fora da reta. Enunciaremos a existéncia e a unicidade em axiomas
separados.

Axioma 4 (Py). Qualquer que seja a reta r e qualquer que seja o ponto P fora de
r, existe pelo menos uma paralela a r por P. (Existéncia.)

Axioma 5 (Py). Qualquer que seja a reta r e qualquer que seja o ponto P fora de
7, existe no mdximo uma paralela a r por P. (Unicidade.)

Item 2.6. No Roteiro 1, quando havia apenas os trés axiomas de incidéncia, vimos
que ndo € possivel provar que qualquer reta possui mais de um ponto (veja os
itens 11 e 26 do Roteiro 1. Agora, acrescentados os dois axiomas de paralelismo,
podemos provar que cada reta possui pelo menos dois pontos?  Resposta: sim.
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Teorema 2.1. Qualquer reta possui pelo menos dois pontos.

Hipétese: r € uma reta qualquer
Tese: existem dois pontos em r

Demonstragdo.

(a) Seja r uma reta qualquer (hipdtese).

(b) Seja P um ponto em r e seja A um ponto fora de r (axioma Iy).
(c) Seja s areta determinada por P e A (axioma I).

(d) Seja B um ponto fora de s (axioma I; aplicado a reta s).

(e) Se B estd em r, a afirmacdo fica provada.

(f) Se B ndo estd em r, seja t uma reta paralela a s por B (axioma Py).

Agora vem a parte delicada da demonstragdo: afirmo que a reta ¢ corta a reta
r num ponto que chamarei de () concluindo a demonstracdo de que ¢ tem pelo
menos dois pontos, P e (). Por que ¢ corta a reta r? Prova por absurdo: se ¢ nao
cortasse r, entdo r seria paralela a ¢ e teriamos duas retas paralelas a ¢, passando
pelo ponto P, a saber, as retas r e s; isto contraria P,. Logo, t tem que cortar r.
Com isto fica provado que a reta r tem dois pontos distintos: P e (). ]
O simbolo [ indica o fim da demonstracao.

A S A S A
r * r r r
P P P
t t
‘..0 Q
B

Figura 2.2: Uma reta possui pelo menos dois pontos.

Item 2.7. Observacao. O ponto delicado da demonstragdo do item anterior requer
perceber e demonstrar um fato que, por si mesmo, tem um interesse especial.
Quando isto acontece ao longo de uma demonstra¢io, costuma-se isolar o fato e
enuncid-lo na forma de "lema". Com um lema, isolamos um ponto delicado de
uma demonstracdo, a fim de tornar mais compreensivel um argumento que, de
outra maneira, ficaria mais complexo e, assim, mais dificil de ser acompanhado
pelo leitor. O seu enunciado esta no item seguinte.

Item 2.8.

{Fig:02:06}

{item:2:7}

{item:2:8}
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{item:2:9}

{Fig:02:09}
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Lema 2.2 (Lema da transversal). Sejam r e s retas paralelas. Se uma reta t corta
r, entdo t corta também s. (A retat é chamada de transversal.)

Demonstragdo. Faca vocé mesmo (veja o ultimo pardgrafo da demonstragdo do
item 6). ]

Figura 2.3: Lema da Transversal.

Item 2.9. E impossivel provar que qualquer reta possui trés pontos. Basta exibir
um modelo em que cada reta possui dois pontos, satisfazendo os cinco axiomas.
Aqui estd: os pontos sdo A, B, C'e Deasretas, {A, B}, {A,C},{A, D}, {B,C},
{B,D},{C, D}. A figura abaixo é uma representacdo esquemadtica deste modelo.
Cada segmento entre duas letras indica a reta constituida pelas duas letras. Embora
os segmentos que representam as retas { A, C'} e { B, D} parecem se interceptar,
essas retas sdo paralelas por que ndo tém ponto em comum.

A B

D C

Figura 2.4: Modelo com 4 pontos e 6 retas.

Aproveito o ensejo para tocar numa questdo metodoldgica. Os livros textos mate-
maticos costumam organizar a matéria numa hierarquia tal que todos os teoremas
necessdrios para a demonstracdo de um novo teorema aparecem antes deste. Se
fosse seguir esta orientacdo, o Lema que aparece na demonstracdo acima deveria
vir antes dela. Fiz desta maneira para mostrar que € possivel e, as vezes acon-
selhado do ponto de vista pedagdgico, abordar uma questdo antes que todos os

{lemma:tran



29

pré-requisitos estejam prontos. Além disto, em consonancia com o objetivo geral
da disciplina, procuro estar dando uma idéia de que a construcdo ndo se da de
maneira linear, mas num processo de idas e vindas.

Item 2.10. Antes (admitidos Iy, I e I3), tinhamos: existem pelo menos 3 pontos€  (jtem:2:10}
3 retas. Agora (admitidos também P; e P,), temos: existem pelos menos 4 pontos
e 6 retas. Certo? Sim.
{teo:4points6line
Teorema 2.3. Existem pelo menos 4 pontos e 6 retas.

Demonstracdo. Comecemos com trés pontos abstratos A, B, C, garantidos pelo
Teorema 1.2 do Roteiro 1.

(a) Consideremos as retas r e s, determinadas por A e B, e A e C, respectiva-
mente.

(b) Sejat uma paralela a r por C.
(c) Seja v uma paralela a s por B. Faca uma figura.

(d) Afirmo que w intercepta t em D (por que? O lema da transversal se aplica
aqui?).

(e) Os quatro pontos sdo distintos (por que?).

(f) Também, as seis retas determinadas pelos quatro pontos tomados dois a dois
sao distintas (por que?)

O
{Fig:02:10}
B B
r
A ¢ A s c
Figura 2.5: Existem 4 pontos: ¢ || r A u | s.
Item 2.11.  Duas retas distintas podem ter dois pontos em comum? N&o. Por (jtem:2:11}

que?

Item 2.12. Cada reta possui 0 mesmo niimero de pontos. Certo? Sim. (item:2:12)



{Fig:02:12}
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Teorema 2.4. Se uma reta r possui k pontos, entdo qualquer reta s também possui
k pontos.

Demonstragdo. Com relacdo as posigdes relativas de r e s, temos dois casos a
considerar: s intercepta r, e s é paralela a .
1° caso (r intercepta s).

(a) Sejam Aj, Ao, ..., Ax os pontos de r, sendo que A, pertence também a s.
(b) Seja B; outro ponto de s (Teorema 2.1).
(c) Sejat, areta determinada por A; e Bs.

(d) Sejam agora t3, ..., t retas paralelas a t, passando pelos pontos As, ..., Ag,
respectivamente (axioma P;). (Por que essas retas sdo paralelas entre si? O
axioma P, serve para provar isto?)

(e) Essas retas cortam s em pontos Bs,..., By, respectivamente (por que cortam?
O lema da transversal se aplica?).

Figura 2.6: Todas as retas possuem 0 mesmo nimero de pontos.

Um ponto delicado € provar que os pontos B; s@o distintos (prove por absurdo).
Em suma, até agora exibimos £ pontos distintos em s. Isto prova o que queremos?
Ainda ndo. Resta provar que, além desses £ pontos, ndo existem outros pontos
em s. Como? Segue uma demonstracdo por absurdo. Suponhamos que existe um
outro ponto C' em s, distinto dos B.

(a) Sejat uma reta paralela a ¢, passando por C' (axioma Py).
(b) Entao ¢ corta r (por que?), num ponto D.

(c) O ponto D é distinto dos pontos A; (por que?).

{teo:1line.k
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(d) Isto contraria o fato de que r pdssui apenas os pontos A. Logo, s ndo pode
possuir um ponto C' distinto dos B, concluindo a demonstragdo deste caso.

O
Demonstragdo. 2° caso (r € paralela a s).
(a) Seja By um ponto de s (axioma I).
(b) Sejat; areta determinada por A; e Bj.
(c) Seja agora t, a reta que passa por As.
(d) Agora, a demonstracdo continua como no 1° caso.

[
Item 2.13. Construindo um modelo em que cada reta possui exatamente 3

pontos.

Pontos para comegar: as letras A, Be C. Retar; ={A, B,C}

Ponto fora de r;: aletra D.

Precisamos de reta paralela a 1, pelo ponto D.

Isto obriga que se tenha umareta r, = {D, E, F'} .

Precisamos de reta que contém A e D. Isto obriga criar mais uma reta r3=
{A,D,G}.

Precisamos de reta paralela a r; e a 15, passando por G. Isto obriga ry = {G, H, I }.
Até agora temos 9 pontos: A, B, C, D, E, F', G, H, I. O esquema abaixo sugere
12 retas: {A,B,C}, {D,E,F}, {G,H,1}, {A,D,G}, {B,E,H} , {C,F,I},
{AE I}, {G,E,C}, {B,F,G}, {C,D,H}, {D,B, I}, {A H,F}. O leitor
pode se reportar a figura abaixo, para se convencer de que os 5 axiomas estao
satisfeitos.

Neste modelo, observe o seguinte:

1. a quantidade de pontos de cada reta é k = 3;
2. a quantidade de retas que passam por um dado ponto é m = 4;
3. aquantidade de pontos € n = 9;

4. a quantidade de retas é r = 12. Serd coincidéncia que n = k? e r = mk?

{item:2:13}
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{Fig:02:13}

Figura 2.7: Modelo em que cada reta possui exatamente 3 pontos.

{item:2:14} Item 2.14.
eo:point.m.lines}
Teorema 2.5. Se por um ponto dado A passam m retas, entdo por outro ponto B
qualquer também passam m retas.

Demonstragcdo. Sejam ry, ro, ..., T, as retas que passam por A. Suponhamos que
ry € a reta que também passa por B. Sejam so, ..., S, as retas paralelas a ro, ...,
T'm, r€Spectivamente, por 5.

{Fig:02:14}
T2 S92

1

Figura 2.8: Em cada ponto passa o mesmo numero de retas.

Afirmamos que as retas s; sdo distintas duas a duas. De fato, se duas delas coinci-
dissem, digamos, s; = s;, entdo pelo ponto A terfamos duas retas, r; e r;, paralelas
a uma reta s;, contrariando o Axioma P,. Logo, as retas s; sdo distintas duas a
duas. Portanto, pelo ponto B passam pelo menos m retas distintas (veja a figura
abaixo). Mas a demonstrac¢do ainda nao terminou. Pode passar por B mais uma
reta, digamos s, distintas das anteriores? Nao. Porque se fosse assim, tomariamos
por A uma reta t paralela a s, que ndo poderia coincidir com nenhuma das ante-
riores t; (se coincidisse, P, seria contrariado), e desta maneira teriamos mais uma
reta passando por A, contrariando a hipétese de que por A passam m retas. [
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Item 2.15. Novo enunciado para o Axioma I;.

Uma caracteristica que um axioma deve ter € a de que ele ndo pode ser provado,
a partir dos demais axiomas. Em outras palavras, cada axioma é independente
dos demais. Nesta unidade, foram introduzidos mais dois axiomas, os axiomas de
paralelismo. Vamos reexaminar o Axioma [;.

Facgo a seguinte afirmacdo: Com os axiomas Iy, I3, P; e P, e com a parte (b) da
tese do Axioma I; € possivel provar que cada reta possui pelo menos um ponto
(que € a parte (a) da tese do Axioma I;). A figura abaixo ilustra os cinco passos
da demonstragdo.

Em (1), tomamos uma reta qualquer r (hipdtese).

Em (2), aplicamos a parte (b) da tese do Axioma I; para tomar o ponto A fora de
r.

Em (3), aplicamos o Axioma P, para tracar a reta s paralela a r, pelo ponto A.
Em (4), aplicamos a parte (b) de I para tomar o ponto B fora de s e ja aplicamos
o Axioma I, para tragar a reta ¢ que contém os pontos A e B.

Finalmente, em (5), aplicamos o Lema da transversal para garantir que a transver-
sal ¢ corta a reta r no ponto C', concluindo a demonstracao.

Com isto, o enunciado do Axioma I; passa a ser mais simples:

[

(1) (2) (3) (4) (5)
Figura 2.9: Axioma [, versao nova.

Axioma 6 (Axioma I;, novo). Qualquer que seja a reta, existe pelo menos um
ponto fora dela.

Conclusao: Com a inclusio dos axiomas de paralelismo, a parte (a) da tese do
Axioma I; (que afirma a existéncia de ponto na reta) pode ser retirada do seu enun-
ciado, j& que, agora, esta parte pode ser provada. Na lista de exercicios nimero 2,
convidamos o leitor para mostrar que cada um dos cinco axiomas (sendo agora o
axioma I; no novo enunciado) é independente dos demais. Para mostrar que um
axioma A € independente dos demais, constréi-se um modelo que satisfaz todos
0s axiomas, exceto o axioma A. argumento por tras desta estratégia € o seguinte:
se 0 axioma A pudesse ser provado a partir dos demais axiomas, o axioma A se-
ria um teorema e, assim, seria valido em qualquer modelo que satisfizesse esses
axiomas (de acordo com a propriedade fundamental dos modelos).

{Fig:02:15}
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Item 2.16. Comentarios.

De acordo com a nossa intui¢ao, a existéncia e a unicidade de reta paralela a uma
reta dada por um ponto dado nada tem a ver com a quantidade de pontos de uma
reta. Nao € assim, como vimos neste roteiro. Aqui estd o que ganhamos com o
acréscimo dos axiomas de paralelismo a lista de axiomas:

(a)

(b)

(©

(d)

(e

Cada reta possui pelos menos dois pontos. Sem os axiomas de paralelismo é
impossivel provar isto Roteiro 1, (item 16).

Existem pelos menos 4 pontos e 6 retas. Compare com os itens itens 29 e 31
do Roteiro 1.

Num mesmo modelo, todas as retas possuem o mesmo ndmero de pontos.
Compare com o modelo do item 14 do Roteiro 1. no qual ha retas com um
ponto e com dois pontos.

Num mesmo modelo, por qualquer ponto passa o mesmo ndmero de retas.
Isto ndo acontece no modelo do item 14 do Roteiro 1. Pelo ponto A passam
trés retas: {A, B}, {A,C} e {A}. Pelo ponto B, passam duas retas: {4, B}
e {B,C}.

Agora, o mais surpreendente: a quantidade de pontos de qualquer modelo
finito € um numero quadrado perfeito: 4,9, 16, .... Nao é possivel construir
um modelo com 5 e 6 pontos, por exemplo. Curioso? Veja a lista de exercicios
n. 2.

{item:2:16}
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2.1 Resumo

Objetos primitivos: ponto e reta.
Relac¢do primitiva: [ponto] pertence a [reta] ("relagdo de incidéncia").
Objetos definidos: retas que se interceptam, retas paralelas.

Axiomas

Axioma I, Qualquer que seja a reta, existe pelo menos um ponto fora dela.

[Este é o novo enunciado do axioma II que passard a ser usado doravante.]
Axioma I, Dois pontos determinam uma reta. Em outras palavras, dados dois
pontos distintos quaisquer, existe uma e uma so reta que os contém.

Axioma I3 Existem pelo menos dois pontos.

Axioma P, Qualquer que seja a reta r e qualquer que seja o ponto P fora de r,
existe pelo menos uma paralela a r por P. (Existéncia)

Axioma Py, Qualquer que seja a reta r e qualquer que seja o ponto P fora de r,
existe no mdximo uma paralela a r por P. (Unicidade)

Teoremas

Propriedade de Paralelismo. Se r € paralela a s, e s € paralela a ¢, entdo r é
paralela a t.

Teorema 2.1. Qualquer reta possui pelo menos dois pontos.

Lema 2.2: Lema da Transversal. Sejam r e s retas paralelas. Se uma reta ¢ corta
r, entdo ¢ corta também s.

Teorema 2.3. Existem pelo menos 4 pontos e 6 retas.

Teorema 2.4. Se uma reta r possui k pontos, entdo qualquer reta s também possui
k pontos.

Teorema 2.5. Se por um ponto dado A passam m retas, entdo por outro ponto B
qualquer também passam m retas.
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2.1.

2.2.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.
2.9.

2.10.

2.11.
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Lista de Exercicios n. 2

Qualquer que seja o ponto A, existem pelo menos trés retas que passam por ele.
Vocé é capaz de provar esta afirmacdo? E possivel provar que existem quatro retas
passando por A?

Um axioma é independente dos demais se ndo pode ser provado a partir deles. Na
verdade, o que se pretende é confirmar que eles sdo axiomas de fato. Prove que:

(a) O axioma I é independente de I, I, P e Ps.
(b) O axioma I3 é independente de I, I, P e Ps.
(c) O axioma I3 é independente de I, I, Py e Ps.
(d) O axioma Py ¢ independente de 11, Io, I> e Ps.
(e) O axioma Py é independente de I, 2, 1> e Ps.
Dado um ponto P, considere todas as retas que passam por P. Entdo qualquer

ponto estd em pelo menos uma dessas retas. Prove. Vocé precisa de P, e Py para
provar esta afirmac¢do?

Lema da transversal. Sejam r e s retas paralelas. Se uma reta t corta r, entdo t
corta também s. Prove. Observe que vocé ndo usa P1, mas usa Py na demonstra-
cdo.

Como vocé prova que o axioma Py é indispensdvel para provar o Lema da trans-
versal?

Propriedade transitiva de paralelismo. Se r é paralela a s, e s é paralela a t, entdo
r é paralela a t. Prove.

Prove que o axioma P é indispensdvel para provar a Propriedade transitiva de
paralelismo, mesmo com a presenca do axioma P1.

Use o Lema da transversal para provar o Teorema 2.1.
Prove que o axioma Ps é indispensdvel para provar o Teorema 2.1.

Prove o Teorema 2.3. E impossivel provar que existem mais de 4 pontos e mais de
6 retas?

Por que vocé é capaz de construir modelos (satisfazendo os 5 axiomas) com 4, 9 e
16 pontos, mas ndo é capaz de construir modelos com 5, 6, 14 ou 15 pontos?

Esta € uma questdo dificil. Os matematicos gostam de desafios como este. Mas eles vivem disto; podem passar

horas, dias, meses e até anos tentando resolver uma questdo. (Leia, por exemplo, o livro: O Ultimo Teorema



2.2. LISTA DE EXERCICIOS N. 2 37

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

2.16.

de Fermat. Simon Singh. Editora Record, Rio de Janeiro, 1999, 324p.) Vocé ndo deve gastar mais que alguns

minutos nesta questdo. Se ndo conseguir, passe para frente.

Prove o Teorema 2.4.

Se uma reta r possui k pontos, entdo qualquer reta s também possui k pontos.

Prove o Teorema 2.5. Sejam k é o niimero de pontos de uma reta;, m o niimero de
retas que passam por um dado ponto; e n o niimero total de pontos. Vocé ndo acha
surpreendente que os cinco axiomas impliquem as formulas dadas nas proposicées
seguintes? Antes de tentar provd-las, teste-as nos modelos que vocé conhece.

Proposicao. m = k + 1.

Proposicdo. n = m(k — 1) + 1, o que é o mesmo que n = k. (Com esta férmula
em mente, volte agora ao Exercicio 11.)

Proposicdo. O niimero total de retas é mk, o que é o mesmo que n + k.
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2.3 Solucoes da Lista de Exercicios n. 2

2.1. Qualquer que seja o ponto A, existem pelo menos trés retas que passam por ele.
Vocé é capaz de provar esta afirmacdo? E possivel provar que existem quatro retas

passando por A?

Resposta:

Demonstragdo. Seja A um ponto qualquer (hipétese).

il.

iii.

iv.

Vi.

Vii.

viii.

iX.

Xi.

Xii.

. Seja B um ponto distinto de A (Axioma I3).

Seja r a reta determinada por A e B (Axioma I5).

Seja C' um ponto fora de r (Axioma Iy).

Seja s a reta determinada por A e C.

O ponto B esté fora da reta s.

Seja t uma reta paralela a s por B (Axioma Py).

Seja D um ponto de ¢ distinto de B (Teorema 2.1).

Seja u a reta determinada por A e D.

Resta mostrar que as retas r, s e u, que passam por A, sdo distintas.
As retas r e s sdo distintas porque C' estd em s, mas ndo estd em r.
As retas r e u sdo distintas porque D estd em . mas ndo estd em 7.

As retas s e u sdo distintas porque D estd em u, mas ndo estd em s.

Veja a figura abaixo. Agora, ndo é possivel provar que passam mais de 3 retas por
A, porque existe um modelo satisfazendo os cinco axiomas em que passam apenas
3 retas por cada ponto, a saber, 0 modelo com 4 pontos e 6 retas exibido no item 9,
do Roteiro 2.
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Figura 2.10: Qualquer ponto tem pelo menos trés retas passando por ela.

2.2. Um axioma é independente dos demais se ndo pode ser provado a partir deles. Na
verdade, o que se pretende é confirmar que eles sdo axiomas de fato. Prove que:

(a) O axioma I é independente de I, I3, Py e Ps.
(b) O axioma I5 é independente de I, I3, Py e Ps.
(c¢) O axioma I3 é independente de Iy, Is, Py e Ps.
(d) O axioma P, ¢ independente de I, I, I5 e Ps.

(e) O axioma Py é independente de I, I, 1> e Ps.

Resposta:

(a) O axioma I; € independente de I5, I3, P; e Ps.
Basta exibir um modelo que satisfaz I, I3, P; e P2, mas ndo satisfaz I;. [Por
que? Porque se I, fosse um teorema provado a partir dos quatro axiomas,
entdo I; seria valido em qualquer modelo que satisfizesse aqueles axiomas.]
Os pontos sdo as letras A, B, C.
S6 umareta: {A, B,C'}.
Este modelo ndo satisfaz I;, pois néo existe ponto fora da reta {A, B,C}.
E claro que satisfaz Iy e Is. Quanto a P; e Py, eles s@o satisfeitos, pois a
hipétese ndo estd presente, por ndo existir ponto fora da reta, e, portanto, a
tese nao pode ser contrariada. Quando a hipétese ndo estd presente, dizemos
que a afirmac@o estd provada por vacuidade.
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(b) O axioma I é independente de Iy, I3, P e Ps.
Modelo que satisfaz Iy, I3, P e P2, mas nao satisfaz 15:
Os pontos sdo as letras A, Be C.
Retas: {A}, {B}, {C}.
(c¢) O axioma I3 € independente de 11, Is, P; e Ps.
Modelo que satisfaz Iy, Io, P e P2, mas ndo satisfaz I5:
S6 um ponto: a letra A.
Retas: nenhuma.
Os quatro axiomas sdo satisfeitos por vacuidade. Outro modelo: nenhum
ponto e nenhuma reta.
(d) O axioma P; € independente de Iy, 12, 1> e Ps.
Modelo que satisfaz 11, Io, I3 e P2, mas nfo satisfaz P;:
Os pontos sdo as letras A, Be C.
Retas: {4, B}, {A,C}, {B,C}.
E claro que os 3 primeiro axiomas estdo satisfeitos. P estd satisfeito porque
ndo existem paralelas (0 é menor que 1, que é 0 nimero méximo permitido
de paralelas a uma reta por um ponto fora dela).
(e) O axioma Py é independente de 11, Io, I3 e P;.
Modelo que satisfaz 11, Io, I3 e P, mas nfo satisfaz Po:
Os pontos sdo as letras A, Be C.
Retas: {A, B}, {A,C}, {B,C}, {A}, {B}, {C}.
Pelo ponto B que esta fora da reta { A} passam duas paralelas a { A}: as retas
{B, C} e {B}. Portanto, P2 ndo esta satisfeito.

Dado um ponto P, considere todas as retas que passam por P. Entdo qualquer
ponto estd em pelo menos uma dessas retas. Prove. Vocé precisa de Py e Py para
provar esta afirmagdo?

Resposta:

Seja P um ponto (hipdtese). Seja A outro ponto qualquer. Pelo Axioma Iy, existe
uma reta que contém P e A. Portanto, A estd numa reta que passa por P. O dnico
axioma utilizado foi Is.

Lema da transversal. Sejam r e s retas paralelas. Se uma reta t corta r, entdo t
corta também s. Prove. Observe que vocé ndo usa Py, mas usa Py na demonstra-
cdo.

Resposta:

Veja a figura abaixo. Seja P o ponto em que t corta r. Se ¢ ndo cortasse s, ela seria
paralela a s. Neste caso, teriamos duas retas paralelas a s, passando pelo ponto
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P: t e r. Mas isto contraria Py. Logo, ¢ tem que cortar s. O Axioma P; néo foi
utilizado.

Figura 2.11: Lema da Transversal.

2.5. Como vocé prova que o axioma Po é indispensdvel para provar o Lema da trans-

versal?

Resposta:

Basta mostrar que o P, da transversal ndo € valido num modelo satisfazendo os
outros axiomas, mas que nao satisfaz P,. [Por que? Porque se o lema da transver-
sal fosse um teorema provado a partir dos outros quatro axiomas, entdo ele seria
vélido em qualquer modelo que satisfizesse aqueles axiomas.] No modelo dado no
Exercicio 2 (e), as retas { A} e { B} séo paralelas; a reta { B, C'} corta a reta { B}
mas ndo corta a reta { A}. Logo, o Lema da transversal ndo vale neste modelo.

2.6. Propriedade transitiva de paralelismo. Se r ¢ paralela a s, e s é paralela a t, entdo

r € paralela a t. Prove.

Resposta:
Hipdtese: 7 || s, s || t.

Tese: 7 || t.

Demonstracdo. Por absurdo. Uma demonstragdo por absurdo consiste em negar
a tese e mostrar que isto contraria ou a hipdtese ou algum axioma ou teorema ja
provado.

Negacdo da tese: r corta ¢t num ponto P.

Entéo, pelo ponto P teriamos duas retas, r e t, paralelas a s, pela hipétese. Mas
isto contraria 0 Axioma P2. Como a negac¢do da tese leva a uma contradi¢io, a tese
tem que ser verdadeira. Isto conclui a demonstracao. O

r s s,
mas s |fr.
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2.7. Prove que o axioma Py € indispensdvel para provar a Propriedade transitiva de
paralelismo, mesmo com a presenga do axioma P1.

Resposta:

Basta exibir um modélo em que Py ndo € satisfeito, no qual a propriedade transitiva
de paralelismo nao é vdlida. O modelo do Exercicio 2 (e) € bom para isto. Nele,
tem-se: { B} é paralelaa {A} e {A} é paralela a { B, C'}, mas { B} ndo é paralela
a{B,C}.

2.8. Use o Lema da transversal para provar o Teorema 2.1.

Resposta:
Hipétese: r é uma reta qualquer.

Tese: existem dois pontos em 7.

Demonstracdo. Seja r uma reta qualquer (hipétese). Faca uma figura.

i Seja A um ponto fora de 7.
ii Seja s uma reta paralela a r por A (Py).
iii Seja B um ponto fora de s (I; aplicado a s).
iv Seja t a reta determinada por A e B (I).
v Pelo Lema da transversal, t (a transversal) corta r em um ponto C (pois 7 || ).
vi Seja D um ponto fora de ¢ (I; aplicado a t).
vii Seja u uma reta paralela a ¢ por D (Py).

viii Pelo Lema da transversal, r (a transversal) corta v em um ponto E (pois u || ¢).

Logo,  possui dois pontos, C e E (por que E € distinto de C'?).
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v. Ly: ' C=rnt.  vi. [;: AD ¢ t. vil. P;: Ju || t: D € tviii. Ly: I E=unr.

Figura 2.12: Usando o Lema da transversal para provar o Teorema 2.1.

2.9. Prove que o axioma P» é indispensdvel para provar o Teorema 2.1.

Resposta:

Vocé deve ter observado que o Axioma P2 ndo foi utilizado diretamente na demons-
tracdo do Lema 2.2 (Ex. 8), mas o foi indiretamente, pois o Lema da transversal
depende de P2. Para provar que Ps € indispensdvel para o Teorema 2.1, basta exibir
um modelo em que Py ndo € satisfeito, no qual o Teorema 2.1 ndo vale. O modelo
do Exercicio 2 (e) serve a este propdsito Nele, tem-se reta com apenas um ponto,

por exemplo a reta { B}.

2.10. Prove o Teorema 2.3. E impossivel provar que existem mais de 4 pontos e mais de

6 retas?

Resposta:

A figura abaixo sugere uma demonstragdo do Teorema 2.3, diferente da que foi

dada no Roteiro 2. Descreva e justifique cada passo da demonstracao.
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A A af oAl A CD A CD A CD
] B Bl 7B B B B
(1) (2) (3) (5) (6) (7)

1 2 3 (4)

Figura 2.13: Existe 4 pontos e 6 retas.

Por que vocé é capaz de construir modelos (satisfazendo os 5 axiomas) com 4, 9 e
16 pontos, mas ndo é capaz de construir modelos com 5, 6, 14 ou 15 pontos?

Esta é uma questdo dificil. Os matemadticos gostam de desafios como este. Mas eles vivem disto; podem passar
horas, dias, meses e até anos tentando resolver uma questdo. (Leia, por exemplo, o livro: O Ultimo Teorema
de Fermat. Simon Singh. Editora Record, Rio de Janeiro, 1999, 324p.) Vocé ndo deve gastar mais que alguns

minutos nesta questdo. Se ndo conseguir, passe para frente.

Resposta:

Modelos com 4 e com 9 pontos foram construidos no Roteiro 2. Se vocé quiser,
voc€ consegue construir um modelo com 16 pontos. Agora, a Proposicido do Exer-
cicio 13, afirma que a totalidade dos pontos é um quadrado perfeito (n = k?).
Logo, - ndo podem existir modelos com 5, 6, etc pontos.

Nos exercicios seguintes, £ € o nimero de pontos de uma reta; m € o nimero
de retas que passam por um dado ponto; e n é o nimero total de. pontos. Vocé
ndo acha surpreendente que os cinco axiomas impliquem as férmulas dadas nos
exercicios? Antes de tentar prové-las, teste-as nos modelos que vocé conhece.

Prove o Teorema 2 4.

Se uma reta r possui k pontos, entdo qualquer reta s também possui k pontos.

Resposta:
Se vocé ndo conseguir fazer a demonstracdo sozinho, consulte o Roteiro 2.

Prove o Teorema 2.5. Sejam k é o niimero de pontos de uma reta;, m o niimero de
retas que passam por um dado ponto; e n o niimero total de pontos. Vocé ndo acha
surpreendente que os cinco axiomas impliquem as formulas dadas nas proposigcoes
seguintes? Antes de tentar provd-las, teste-as nos modelos que vocé conhece.

Resposta:
Se vocé ndo conseguir fazer a delonstragdo sozinho, consulte o Roteiro 2.
Proposi¢do. m = k + 1.

Resposta:

{Fig:02:L02
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Demonstragdo. J4 vimos que cada reta possui 0 mesmo nimero de pontos e que a
quantidade de retas que passa por um ponto independe do ponto. Seja P um ponto
qualquer e seja r uma reta que nao contém P (existe?). Sejam Ay, ..., Ax 0s pontos
de r. Mostraremos que existem exatamente m + 1 retas passando por P.

smo 081 Smo 281
P P w
. S
r r
A A Ay A/ As Ay A/ A A

Figura 2.14: Proposi¢do: m = k + 1.

Sejam sq, ..., Sk as retas que passam por P e por Ay, ..., Ay, respectivamente. Até
aqui temos k retas passando por P. Existe mais uma reta passando por P: ¢ a reta
s paralela a r por P. Isto totaliza k + 1 retas passando por P. Estas sdo as Unicas
retas que passam por P (por que se passasse outra reta por P, ela teria que cortar r
e .... continue). Isto prova que m = k + 1. O

Proposicdo. n = m(k — 1) + 1, o que é o mesmo que n = k. (Com esta férmula
em mente, volte agora ao Exercicio 11.)

Resposta:

Seja A um ponto. Por A passam m retas. Sem contar com o ponto A, cada uma
dessas m retas possui kK — 1 pontos. Sem contar com A, a totalidade de pontos
nessas retas é m(k — 1). Acrescentando o ponto A totalizamos m(k — 1) + 1
pontos. Nio existe ponto fora dessas m retas (veja o exercicio 3). Logo, o total
de pontos é n = m(r — 1) + 1. Use agora a férmula do exercicio 14 para obter
n = k2.

T'm T2

1
AN A2 Ag

Figura 2.15: Proposi¢do: n = m(k — 1) + 1.

Proposicdo. O niimero total de retas é mk, o que é o mesmo que n + k.

{Fig:02:L02:14}

{Fig:02:L02:15}
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Resposta:

Seja A1 um ponto. Sejam 71, ..., 7, as m retas que passam por Ai. Sejam A,
..., A, os restantes pontos de r;. Por cada ponto A;,7 > 2, passam m — 1 retas
paralelas as retas r;, ¢ > 2, respectivamente: s; j, 1 = 2,...,k, j = 2,...,m. Sem
contar com a reta r, temds até agora (m — 1)k retas. Contando com a reta 1, dd
um total de (m — 1)k + 1 retas. Restam agora apenas as retas que sdo paralelas a
r1, j4 que todas as retas que interceptam 71 ja foram contadas. Quantas sio elas?
Vejamos. Sejam Bs, ..., By, os restantes pontos de 2. Sejam to, ..., t, retas paralelas
a ry, passando por Ba, .., By; estas totalizam k£ — 1 retas. Agora, juntamente com
as retas jd citadas, temos um total de (m—1)k+1+(k—1), ou seja, mk retas. Nao
ha retas além destas (por que?). Logo, o total de retas € mk. Como vocé obtém a
outra expressdo n + k?

Tm S2,m T2 Sk,2

\ B/ t

1

ANSA Al

52,2 Sk,m

Figura 2.16: Proposicdo: Existem mk = n + k retas.



Roteiro 3

Cardinalidade

Contetido: Conjuntos finito e infinito. Correspondéncia biunivoca. Conjuntos de
mesma cardinalidade. Conjuntos enumerdveis. Conjuntos com a cardinalidade do
continuum. C(A) < C(¢(A)), ©(A) lido como os ’partes’ de A.

Item 3.1. Por que € interessante estudar conjuntos infinitos?

Item 3.2. Exemplos de conjuntos:

Finito: A = {a,b,c,d, e}

Infinito: N = {1,2, 3, ...} (conjunto dos nimeros naturais).
Pares = {2,4,6, ...} (conjunto dos niimeros pares).

Item 3.3. Que propriedade serve para distinguir conjunto infinito de finito?

Observemos que ndo € possivel construir uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto finito A, dado acima, e uma parte propria de A (subconjunto de A que
ndo é todo o A), por exemplo, o conjunto B = {a, b, ¢, d}, jd que uma funcdo de
Aem B terd que levar dois elementos de A num mesmo elemento de B.

Ja a correspondéncia abaixo

1 2 3 4 ... n
+ 1 1
2 4 6 8 .. 2n

€ uma correspondéncia biunivoca entre /N e o conjunto dos nimeros pares, que é
um subconjunto préprio de N.

Item 3.4. O que é conjunto infinito?

Definicao 3.1. (Dedekind). Um conjunto é infinito se existe uma correspondéncia
biunivoca entre ele e um subconjunto proprio dele. E finito se ndo for infinito.
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tuido por C
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tuido por 11

{item:3:1]

{item:3:2}
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{item:3:4}
{def:dedekind}
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Definicao 3.2. Uma correspondéncia biunivoca ou bijecdo entre dois conjuntos
Ae B éumafuncdo f : A — B que é injetora e sobrejetora. A funcdo f é injetora
se f(z) = f(y) implica v = v, quaisquer que sejam x,y em A. E sobrejetora
se, dado z em B, existe x em A tal que f(x) = z. Bijetora significa injetora e
sobrejetora.

cVr,y€A: f(z) = fly) =z =y.
eVze B, dre A:z= f(x).

Item 3.5. A func¢do f : N — Numeros Pares, dada por f(n) = 2n é uma
bijecao.

Prova de que f é injetora: Suponhamos que f(n;) = f(ng); entdo 2n; = 2n..
Daqui decorre que n; = no. Prova de que f é sobrejetora: Seja z um nimero par.
Devemos exibir um ndmero natural x tal que f(z) = z. Basta tomar x = z/2.
Como z é par, z/2 é um nimero natural, e f(z) = f(2/2) =2-2/2 = 2.

Item 3.6. Para conjuntos finitos é facil dizer quando um conjunto tem mais
elementos que outro. E para conjuntos infinitos, tem sentido isto?

Sim, por incrivel que pareca. O matematico alemdo Georg Cantor (1845-1918)
inaugurou esta discussdo, criando uma teoria completamente nova para os con-
juntos infinitos. O conceito fundamental € o de cardinalidade.

Item 3.7. Que significa dizer que dois conjuntos infinitos s@o do "mesmo tama-
nho", ou melhor, tém a mesma cardinalidade?

Definicao 3.3. Dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade se existe uma
correspondéncia biunivoca entre eles. Notagdo: C(A) = C(B).

Item 3.8. N e Z tém a mesma cardinalidade?

Sim. O esquema abaixo indica a correspondéncia:

1 2 3 4 5
R
o1 -1 2 -2
Aqui estd a expressdo para a bijecdo f : N — Z; ¢ f(n) = —(n —1)/2,sen é

fmpar, e f(n) = n/2, se n é par. A suainversaé g : Z — N, sendo g(n) = 2n,
paran > 0, g(n) = —2n+ 1, paran < 0 e g(0) = 0.

foo= {50 1

{def:corres
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{item: Item 3.9. O que € um conjunto enumeravel?

3:9
enumerablel
Definicao 3.4. Um conjunto é enumerdvel se tem a mesma cardinalidade de N.

Item 3.10. O conjunto (Q dos nimeros racionais é enumeravel? {item:3:10)

O conjunto Q dos nimeros racionais é enumeravel? Incrivel, mas sim! Cantor
conseguiu construir uma bijecdo entre N e Q. Primeiro organizamos todos os
nimeros racionais positivos num quadro como o seguinte:

1 2 3 4 q
1 1/1 1/2 1/3 1/4
2 2/1 2/2 2/3 2/4
3 3/1 3/2 3/3 3/4
4 4/1 4/2 4/3 4/4
P p/q

Na primeira linha e na primeira coluna aparecem os nimeros naturais; 0 nUmero
racional p/q figura no cruzamento da linha correspondente ao nimero natural p
com a coluna encabegada pelo nimero natural q. Todos os nimeros racionais
positivos estdo no quadro, porque p e q assumem todos os nimeros naturais. Mas
ha repeticdes, pois as fracdes ndo estdo todas na forma irredutivel. Por exemplo,
o.numero 1 aparece nas formas 1/1, 2/2, 3/3 etc. Agora, escrevemos 0s nimeros
racionais numa seqiiéncia, percorrendo o quadro a partir do ndmero 1/1, indo
para 1/2 na mesma linha, descendo em diagonal para 2/1, seguindo na mesma
coluna para 3/1, subindo em diagonal para 2/2 e 1/3 e assim por diante, numa
estratégia denominada processo diagonal de Cantor, tendo o cuidado de omitir
os nuimeros racionais que se repetem. Obtém-se, assim a seqiiéncia (0os nimeros
entre parénteses, que sdo as fracdes que podem ser simplificadas, sdo retirados
porque j4 aparecem antes, na seqiiéncia):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 .. n
A R +
11 12 2/1 3/1 (212) 13 1/4 23 312 41 5/1 f(n)

Fazendo f(n) igual ao n-ésimo termo da seqii€éncia obtemos uma correspondéncia
biunivoca entre N e o conjunto dos nimeros racionais positivos. Hd uma férmula
para f(n), mas ndo é necessario explicitd-la. Como estender agora para os ra-
cionais negativos e o zero? A partir da correspondéncia acima, formamos outra
correspondéncia salteando para incluir o O e os racionais negativos, como indica
0 esquema abaixo:

2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
S T S R S
0 1/1 -1 12 -1/2 2/1 -2/1 3/1 -3/1 1/3
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Se o leitor se interessar aqui estd a expressdo para esta correspondéncia g em
termos de f. Definimos g : N — Q por g(1) = O, g(n) = f(n/2), se n é par,
e g(n) = —f((n—1)/2), se n é impar (n > 1). Esta ¢ uma correspondéncia
biunivoca entre N e Q.

Item 3.11. O conjunto R dos numeros reais é enumeravel?

Nao. Cantor conseguiu provar que ndo existe correspondéncia biunivoca entre N
e R. A sua demonstragdo é uma das mais bonitas da matemadtica.

Antes de mais nada, o que € um nimero real? Os matematicos trabalharam por sé-
culos sem uma defini¢do precisa de niméro real. A sua definicao rigorosa foi feita
pela primeira vez em 1872 pelo matematico alemao Richard Dedekind (1831-
1916). Aqui, representaremos um numero real na forma decimal infinita.
Comecgamos mostrando que nio pode existir uma correspondéncia biunivoca entre
N e o conjunto I dos niimeros reais compreendidos entre 0 e 1.

Os numeros reais compreendidos entre 0 e 1 podem ser escritos na forma deci-
mal infinita como, por exemplo, 0,57203... . As chamadas dizimas periddicas,
como 0,4232323..., correspondem aos nimeros racionais; as outras representam
os numeros irracionais. Os nimeros que t€ém uma parte periddica igual a 9 tém
outra representacdo com parte periddica igual a 0. Para que cada nimero tenha
uma unica representacio, descartaremos as que tém 9 como parte periddica. Por
exemplo, para o nimero racional 1/5 usaremos a representa¢ao decimal 0,2000 ..
em vez de 0,19999 ... . Usaremos a notacdo 0, a;asas ... para indicar um nimero
de [. Nesta notagdo, os digitos a,, assumem os valores O, 1, ... , 9.

Suponhamos, pois, por absurdo, que existe uma correspondéncia biunivoca f entre
N e I. Entdo todos os nimeros de I estdo numa seqiiéncia como indica a tabela
abaixo.

(1)12 ,1020304...

 bybobsb,...

,C1C2C3C4...

&ﬁ/k_h\kh
>
I
===

Para obter a contradi¢do, vamos construir um nimero x pertencente a I, diferente
de qualquer f(n). O nimero x terd a representacdo decimal 0, 21223, em que 0s
seus digitos x,, sdo escolhidos da seguinte maneira:

ry=1sea;#1lex;=0sea; =1,
ro=1seby#1lexy=0seby =1,
x3=1sec3#1lexz3=0sec3 =1,

x1 # a (o primeiro de digito de f(1)), 2 # bs (0 segundo digito de f(2)) e assim
por diante. Deste modo, o nimero x terd pelo menos um digito diferente de cada
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um dos nimeros f(n) e, assim, serd diferente de cada um deles, qualquer que seja
n, porque o n-ésimo digito do ndmero x € diferente do n-ésimo digito do nimero
f(n). Portanto, a seqiiéncia dos f(n) ndo esgota todo o I, contrariando o fato
de que f € sobrejetora. Concluimos, pois, que ndo existe uma bijecdo entre N e
I. Mostraremos agora que nao existe uma bijecdo entre N e R. A funcdo dada
pory = In[z/(1 — x)] é uma bijecdo entre I e R. A sua inversa h é uma bijecdo
entre R e [. Se existisse uma bijecao g entre N e R, a funcdo composta hog seria
uma bijecdo entre N e I que, ja vimos, ndo pode existir. Portanto, ndo existe uma
bijecdo entre N e R, concluindo a demonstracao de que R ndo € enumeravel.

Item 3.12.

Definicdo 3.5. Para os conjuntos que tém a mesma cardinalidade de R diremos
que tém a cardinalidade de continuum.

Item 3.13.

Definicao 3.6. Dados dois conjuntos A e B, diremos que a cardinalidade de A é
menor que a cardinalidade de B (nota¢do: C(A) < C(B)), se A e B ndo tém a
mesma cardinalidade e se existe uma funcdo injetora entre A e um subconjunto
de B. [Desta ultima condi¢do resulta que existe uma bijecdo entre A e um
subconjunto de B.]

Exemplo. C(N) < C(R). Primeiro. N e R ndo t&ém a mesma cardinalidade. Se-
gundo. A fun¢do f(n) = n é correspondéncia biunivoca entre N e o subconjunto
N de R.

Item 3.14. Pergunta. Existe conjunto com cardinalidade maior que a de R?

Sim. Mas ndo pense que so os conjuntos C (nimeros complexos), R?, R? ou R*.
Por incrivel que pareca, todos estes conjuntos tém a mesma cardinalidade de R
(veja Lista de Exercicios n. 3). Cantor responde: o conjunto de todas as partes
(ou subconjuntos) de R tem cardinalidade maior que a de R. Cantor provou que a
cardinalidade de um conjunto A é menor que a cardinalidade do conjunto formado
com as partes de A.

Antes de abordar o caso geral consideremos o caso em que A € finito, digamos
A = {a,b}. Entdo o(A) = {0,{a}, {b},{a,b}}. [¢(A) é o conjunto constituido
de todos os subconjuntos de A]. A fun¢do

[ A= {{a}, {b}},
que leva a — {a} e b — {b}, é uma bijecdo entre A = {a, b} e o subconjunto
{{a},{b}} de o(A). Além disso, ndo existe bije¢do entre A e o conjunto ¢(A).
Portanto, C(A) < C(¢(A)).

{item:3:12}
{def:continuum}

{item:3:13}
{def:cardinality:

{item:3:14}
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Pergunta: O que é o conjunto C' = {z € A| z ndo pertence a f(z)}?

Resposta: C' = ().

Agora, se g : A — o(A) é a fun¢do a — {b}, b — {a,b}, o que é o conjunto
B = {zeA| x ndo pertence a f(z)}? Resposta: B = {a}. Estas perguntas foram
feitas para preparar o aluno para o caso geral, que é abordado no teorema seguinte.

Teorema 3.1. C(A) < C(o(A)).

Nao é fdcil de entendé-la. A funcdo x — {z} é uma funcéo injetora entre A e um
subconjunto de A. Uma parte da defini¢do estd cumprida. Resta mostrar que A e
o(A) ndo tém a mesma cardinalidade.

Consideremos uma fungdo f : A — o(A). Aqui, para cada z € A, f(x) é um
subconjunto de A. Vamos mostrar que f ndo pode ser sobrejetora e, assim, nao
pode ser bijetora. Para isto, vamos construir um subconjunto C' de A para o qual
ndo existe z € A tal que f(z) = C. Com isto estaremos provando que f ndo é
sobrejetora. O conjunto C' € caracterizado pela seguinte propriedade: para cada
elemento = de A, poremos = em C' se e somente se = ndo pertencer a f(z). De
outra maneira:

C = {x € A x ndo pertence a f(x)}.

Afirmamos que, dado qualquer z € A, o conjunto C' ¢é diferente de f(x). De
fato, o proprio = ndo pode estar em C' e f(z) a0 mesmo tempo (veja o exemplo
concreto, acima). Pois, z € C' se e somente x ndo estd em f(x). Isto conclui a
demonstracao. [

Item 3.15. Aplicando o teorema anterior ao conjunto R teremos C(R)<C(o(R)).

Item 3.16. Pergunta: Existe um conjunto com cardinalidade maior que a do
conjunto ¢(RR)?

Sim. O conjunto ¢(¢(R)). Na verdade, tem-se

Teorema 3.2.
C(R) < C(¢(R)) < C(o(¢(R))) <

C(o(o(o(R)))) < ...
Item 3.17. Conclusdo. Nao tem limite para "tamanho" de conjuntos infinitos:

qualquer que seja o conjunto A, existe um conjunto B tal que C(A) <= C(B),
por exemplo, B = o(A).
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3.1 Resumo

Definicao 3.1 (Dedekind). Um conjunto € infinito se existe uma correspondéncia
biunivoca entre ele e um subconjunto proprio dele. E finito se nao for infinito.

Definicao 3.2. Uma correspondéncia biunivoca ou bijecao entre dois conjuntos
Ae B éumafungdo f : A — B que é injetora e sobrejetora. A funcio f € injetora
se f(x) = f(y) implica x = 7, quaisquer que sejam z,y em A. E sobrejetora
se, dado z em B, existe z em A tal que f(z) = z. Bijetora significa injetora e
sobrejetora.

Definicao 3.3. Dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade se existe uma
correspondéncia biunivoca entre eles.

Definicao 3.4. Um conjunto ¢ enumeravel se tem a mesma cardinalidade de N.

Definicao 3.5. Para os conjuntos que t€ém a mesma cardinalidade de R diremos
que tém a cardinalidade de continuum.

Definicao 3.6. Dados dois conjuntos A e B, diremos que a cardinalidade de A é
menor que a cardinalidade de B (notagdo: C(A) < C(B)), se A e B ndo tém a
mesma cardinalidade e se existe uma fun¢ao injetora entre A e um subconjunto de
B.

Teorema 3.1. C(A) < C(o(A)).

Teorema 3.2.
C(R) < C(o(R)) < C(o(o(R))) <

C(o(o(e(R)))) < ...
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3.2 Lista de Exercicios Exercicios n. 3

3.1. Mostre que o conjunto dos niimeros naturais impares é enumerdvel.
A aplicagdo: f(n) = 2n + 1 é uma bije¢do de N nos niimeros impares.

3.2. Seja a um niimero real positivo. Sejam I o intervalo aberto (0, a) e Ry o conjunto

dos niimeros reais positivos. Para mostrar que (0, a) tem a mesma cardinalidade
de R, mostre que

(a) afungdo g : I — Ry dada por g(x) = z/(a — ) é uma bijecdo.

I Vxl,.%'g eR: f(l'l) = f(xg) = T1 = X9.

T
1 €2 N
a— X1 a — X9
z1(a — x2) = xo9(a — x1) &
ari = axrs =
Tl = X9
. yeRy: Jxel: y=f(x):
y=g(x)>0>—-1
T
Y= <~
a—z
yla—x)=x &

(b) a fungdo f : I — R dada por f(x) = In[z/(a — x)] é uma bijecdo . (In
significa logaritmo neperiano).

y = h(x) = Inx é uma bijecdo de Ry — R. Uma composigdo de bijecdes é
novamente uma bijegdo.

3.3. Mostre que o conjunto dos niimeros reais maiores que 0 tem a cardinalidade do
continuum.

A aplicagdo: f(x) = Inx é uma bijecdo de R, — R.

3.4. Mostre que os intervalos de niimeros reais (0, 1), [0,1), (0, 1], e [0, 1] tém a mesma
cardinalidade de R.

A aplicagdo: f(x) = é uma bije¢do de |0, 1] no R4.:

T
1—=z

c(0,1)) = C(R+) = C(R)



3.2. LISTA DE EXERCICIOS EXERCICIOS N. 3
A aplicagdo: f(x) =1 — x é uma bijecdo de 10, 1] no [0, 1[:
C(10,1]) = ¢([0,1]) = C(R)

A aplicagdo: f(x) = —1+ 1/x é uma bijecdo de |0, 1] no |0, +oo[= Ry

C(J0,1])) = C(Ry) = C(R)

3.5. Mostre que R e R? tém a mesma cardinalidade.

Yy=0,0192""Yn---

(z,y) € RZ:
f(x,y) =0,x1y122Y2 - - Ty, - - -
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Roteiro 4

Axioma da Régua

Contetido: Axioma da régua. Distancia entre dois pontos. Sistema de coordenadas
para uma reta. Modelo cartesiano. Modelo do taxista. Circunferéncia. Ponto entre
dois pontos. Segmento. Triangulo. Mediatriz de um segmento.

Item 4.1. Por que é importante estudar retas infinitas?

Item 4.2. A partir dos axiomas Iy, I, I3, P; e Py € possivel provar que uma reta
tem infinitos pontos?

Nao. O modelo com 4 pontos e 6 retas satisfaz os cinco axiomas, mas cada reta é
um conjunto com dois pontos.

Item 4.3. Entido, se queremos que cada reta tenha infinitos pontos devemos decla-
rar isto na forma de axioma. Vimos que existem conjuntos infinitos de diferentes
cardinalidades. Qual delas adotar? O tradicional € adotar para a reta a mesma
cardinalidade dos nimeros reais. Como fazemos isto?

Exigindo que exista uma bijecdo f, : = — R entre cada reta r e o conjunto dos
ndmeros reais R.

Item 4.4. Algumas caracteristicas de R, como distancia entre dois nimeros, sao
interessantes para a geometria e podem ser transportadas para uma reta r pela bi-
jecdo f,. : r — R, para definir a distancia entre dois pontos de uma reta. Como?

Dados dois pontos A e Bem r, f,(A) = ae f.(B) = b sdo ndmeros reais. A
distancia entre esses numeros ¢ dada por |a — b|. Podemos, se quiser, declarar que
a distancia entre os pontos A e B € a mesma que a distincia entre os nimeros a e
b: d(A,B) = |a —b| = |f.(A) — f.(B)|. E é o que faremos.
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Figura 4.1: Aplicagdo distancia na reta inclinada.

Item 4.5. Como seria o enunciado do axioma de modo a incorporar os dois
objetos: reta infinita e distancia entre dois pontos?

Axioma 7 (Axioma da régua). Existe uma fungdo d : P x P — R e, para cada
reta r, existe uma fungdo bijetora f, : r — R, associada com d por

d(A7 B) = ‘fr(A) - fr(B)| )

quaisquer que sejam os pontos A e B de r. [Aqui, P representa o conjunto de
todos os pontos.]

Item 4.6. Os novos objetos introduzidos t€m nomes:

Defini¢es. A fungio d é denominada func¢ao distincia e o nimero real d(A, B)
¢ a distancia entre os pontos A e B; a funcio f, € um sistema de coordenadas
para a reta r e o nimero f,.(A) é a coordenada do ponto A dada pelo sistema de
coordenadas f,.. Dizemos que f, € um sistema de coordenadas de r associado a
fun¢do distancia d.

Item 4.7.  Estd na hora de construir um modelo que satisfaca os cinco axiomas
anteriores e o novo axioma da régua: o modelo cartesiano.

Ponto: par de nimeros reais (x, y).

Reta: conjunto de pontos (z,y) que satisfaz uma equagdo do primeiro grau em x
ey: ar+by+c=0.

Em geometria analitica, esta € a equacgao geral da reta. Outra forma de equacdo da
reta: x = k (reta vertical) ou y = ma + k (reta inclinada ou horizontal (quando
m = 0)). Neste modelo, a relacdo de incidéncia é definida assim: um ponto
pertence a reta se as suas coordenadas satisfazem a equacdo da reta. Com muito
trabalho pode-se verificar que os axiomas de incidéncia e de paralelismo estdo
satisfeitos. Vejamos a verificacdo do axioma da régua. Para a funcdo distancia
tomamos a férmula da distancia cartesiana:

(Fig:04:04}
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do(A, B) = \/(x9 — 11)% + (2 — 91)?

sendo A = (z1,71) € B = (x2,y2). (Usamos d. para indicar que se trata da dis-
tancia cartesiana.) Agora, construir um sistema de coordenadas f, para cada reta
r que se ajuste a distancia cartesiana nao € ficil. Demanda uma boa inspira¢do. A
inspiragdo vem dos célculos que fazemos abaixo.

Caso (a). A retar é uma reta vertical, de equacdo = = a. Para cada ponto (a,y) de r
definimos

frla,y) =y

E claro que f, : 7 — R é bijetora. Também satisfaz a igualdade que aparece
no Axioma da régua, pois

|fT(A) - fr<B)| = |fr<a’y2) - fr(a7y1>| = |y2 - y1| = dC(A7B)'

{Fig:04:04:1}

0,%) (a,y) 1/

Figura 4.2: Axioma da Régua.

Caso (b). A reta r» é uma reta nao-vertical, de equacdo y = mx + b (veja a figura
abaixo). Este inclui o caso em que a reta r € horizontal, quando m = 0.
Para A = (1, mzy + b) e B = (z3, mxs + b) em r, deveremos ter

do(A, B) = /(79 — 71)2 + (mxg + b — mx; — b)2
= /(w2 — 1) + m(zy — 11)?
= |zy — 1| V1 +m2
29V1 +m? — 21V1 + m?




{Fig:04:04:2}
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Para satisfazer a igualdade que aparece no Axioma da Régua, esta ultima expres-
sdo deverd ser igual a

|fr(A) - fr<B>|

Isto sugere definir

fr(z,y) = vV 1+ m?

para um ponto qualquer (z,y) daretay = mx+0b. Assim sendo, d. e f, satisfazem
a igualdade que aparece no Axioma da Régua. Resta mostrar que f, € bijetora.

1. Prova de que f, é injetora. Suponhamos que f,.(z1,y1) = fr-(22,92).

Entdo x1v1+m2? = x9v/1+m?2, donde x; = 20 ey; = max, +b =
maxs + b = ys.

Portanto, (x1,y1) = (z9,y2) € f,. € injetora.

2. Provade que f,. é sobrejetora. Dado um nimero real z queremos determinar
um ponto (z,y) em r tal que

fr(z,y) =avV14+m? =z
Basta fazer

z mz

I— = —+9b
1 +m? Y V1+m?

Yy
A
r:y=mx+b
y (@,9)
> T
x
or )
....... OLE> R

Figura 4.3: Axioma da Régua no modelo Cartesiano.
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Item 4.8. Outro modelo: Modelo do taxista.

No modelo do taxista, ponto e reta sdo representados como no modelo cartesiano.
A fungido distincia, porém, ¢ diferente. A distincia do taxista d,.(A, B) entre os
pontos A = (x1,11) e B = (w2, y2) é dada por

d, (A, B) = |va — 21| + |y2 — y1

Na figura abaixo, além de uma representacio intuitiva dos pontos A e B, apa-
rece também o tridngulo ABC' cujos lados horizontal AC' e vertical BC' medem
|xe — 1| € |y2 — y1], respectivamente. Se imaginarmos as ruas de uma cidade
paralelas ao eixo Ox e as avenidas paralelas ao eixo Oy, para ir do ponto A ao
ponto B, o taxista percorre o trecho AC' numa rua e o trecho C'B numa avenida,
ja que ele nao tem acesso ao itinerdrio direto AB. Esta é apenas uma metéafora
para ilustrar o fato de que, em abstrato, a distancia de A a B é a soma de AC com
BC'. Com esta interpretacdo, da para perceber que a distancia do taxista entre A
e B € maior que a distancia cartesiana entre os mesmos pontos. Elas coincidem
quando os dois pontos estdo numa mesma horizontal ou numa mesma vertical.

n

L2 — I1

Tl T2

Figura 4.4: Funcao distancia no Modelo de Taxista.

Para mostrar que o modelo do taxista satisfaz o Axioma da Régua, precisamos
definir para cada reta r um sistema de coordenadas f, que satisfaca a igualdade
que aparece no enunciado do axioma. O leitor ndo terd dificuldade em verificar

que as fungdes abaixo sdo sistemas de coordenadas associados a funcdo distancia
d,.

(a) Quando r é uma reta vertical, de equagdo x = a:

frla,y) =vy.

(b) Quando r é uma reta ndo-vertical de equacdo y = mx + b:

{Fig:04:08}
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fr(@,y) = x(1 +[ml)

Item 4.9. Qual objeto € mais complexo, circunferéncia ou tridngulo?

Mais complexo em que sentido? Neste momento ja temos condicdes de definir
circunferéncia, mas nao temos condi¢des de definir tridngulo, pois, para este, pre-
cisaremos, antes, da definicdo de segmento, como veremos. Para a definicao de
circunferéncia basta o objeto ja introduzido distancia; para definir tridngulo pre-
cisamos do objeto segmento que, por sua vez precisa da relacdo ponto entre dois
pontos. Compare as hierarquias dos conceitos nos itens 10 e 15.

Item 4.10. O que € circunferéncia? Interior de circunferéncia? Exterior?

Definicao 4.1. Circunferéncia de centro C' e raio r > 0 é o conjunto dos pontos P
tais que d(P,C') = r. O ponto P estd no interior se d(P,C') < r; estd no exterior
se d(P,C') > r. Notagdo:

Cire(C,r) ={P|d(P,C) =1}

A hierarquia dos objetos envolvidos com o objeto circunferéncia € ilustrada abaixo:

Item 4.11. Circunferéncia de centro C' = (0, 0) e raio 1, no modelo do taxista.

Sendo P = (x, y), a distancia do taxistade Pa C é

dr(P,C) = |z = 0|+ |y — 0] = |z[ + y]

Portanto, a equacdo da circunferéncia pedida é

[z + [y] = 1.

Como se sabe,

2| =2z, sex >0 e |z|]=—z, sex <O.

Sendo assim, para se desvencilhar dos médulos que aparecem na equacao, temos
que decompor o plano zOy em 4 regides:

(H)x>0,y>0, (I)z>0,y<0, ([I[zx<0,y>0, (UV)zx<0,y <0,
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Regido (I). Nesta regido, temos |r| = = = x e |y| = y, e a equagdo torna-se
x + 1y = 1 que é a equacdo de uma reta, s6 que restrita a regido (I), que € o
primeiro quadrante.

Regido (I). Nesta regido, temos |z| = z e |y| = —y, e aequagdo torna-se r—y = 1
que € a equagdo de uma reta, s6 que restrita a regiao (II), que é o segundo qua-
drante. Trabalhando com as outras regides, vocé concluird que a circunferéncia
no modelo do taxista é o quadrado desenhado na figura abaixo.

Figura 4.5: Circumferéncia no Modelo de Taxista.

Pergunta: O ponto P indicado na figura pertence a circunferéncia. Qual € a dis-
tancia de P ao centro C'? Como se calcula esta distancia?
Resposta. Temos

drp(P,C) = |o = 0] + [y — 0] = |2 + [y|

Como P pertence a circunferéncia, as suas coordenadas satisfazem a sua equacao
|z| + |y| = 1. Logo, d.(P,C) = 1.

Pergunta: Qual é o perimetro da circunferéncia?

Resposta. Basta calcular os comprimentos (no modelo do taxista) dos lados do
quadrado. Por exemplo, dr(A, B) = 1+ 1 = 2. Os outros lados sdo iguais a este.
O perimetro &, pois, 4 x 2 = 8. Outra maneira de calcular dy(A, B) é utilizando
um sistema de coordenadas f, para a reta r determinada por A e B. A sua equagao
¢ y = —x + 1, sendo pois m = —1. Logo a expressdo de f, é

fr(z,y) = (1 + |m|) = 2z.

Logo, f.(A) = f,(1,0) =2e f.(B) = f.(0,1) = 0. Portanto, | fr(A)—fr(B)| =
|2 — 0] = 2, que é a distancia do taxista de A a B.

Item 4.12. O que € tridngulo?

{Fig:04:11}

{item:4:12}
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Definicao 4.2. Dados trés pontos ndo colineares A, B, C' (isto é, ndo pertencentes
a uma mesma reta), tridngulo ABC' é o conjunto formado pelos pontos que estdo
nos segmentos AB, AC' e BC.

ANABC = seg(AB) U seg(AC) U seg(BC)

Para definir tridngulo, precisamos da definicdo de segmento.

Item 4.13. O que € segmento?

Definicao 4.3. Dados dois pontos A e B, segmento AB é o conjunto dos pontos
entre A e B, mais os pontos A e B.

seg(AB) = {A, B} U{X; Xestdentre Ae G}.

Para definir segmento precisamos da defini¢do de ponto entre dois pontos.

Item 4.14. Como se define a relagdo de ordem [ponto] estd entre [dois pontos]?

Definicao 4.4. Dizemos que o ponto X estd entre os pontos A e B (X distinto de
Ae B) se

(1) A, B e X sdo colineares;
(2) d(A,X)+d(X,B) =d(A,B).
Usamos a notagdo A * X * B, para indicar que X estd entre A e B.

r

Figura 4.6: X estdentre Ae B.

Item 4.15. Uma definicdo € o enunciado das propriedades caracterizadoras do
objeto definido. No enunciado s6 podem aparecer termos ja definidos anterior-
mente. A defini¢do de tridngulo requer segmento que por sua vez requer a relacao
ponto entre dois pontos (relagdo de ordem). Esta ultima utiliza pontos colineares e
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distancia entre dois pontos ja introduzidos anteriormente, encerrando a hierarquia
de conceitos. Esta hierarquia estd esquematizada na figura abaixo.
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{Dia:04:15}
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Item 4.16. J4 dissemos que uma defini¢do por si s6 ndo garante a existéncia do
objeto definido. Pergunta: Dados dois pontos A e B, existe um ponto X entre A
e B?

Sim. A figura abaixo indica os passos da constru¢do de um ponto X entre A e B.
Comegamos com os dois pontos A e B, no passo (1). No passo (2), tomamos a reta
r que passa por A e B e, em R, tomamos os niimeros a e b, que sdo as coordenadas
dos pontos A e B em relagdo a um sistema de coordenadas f,. de . No passo
(3), tomamos um niimero x entre os nimeros a e b (esta € uma propriedade dos
nimeros reais; x pode ser (a + b)/2). Finalmente, no passo (4), tomamos o ponto
X daretar, que € o ponto que é levado em x por f,.. A questdo que se coloca é: o
ponto X estd entre A e B? Sim; isto fica provado depois do Teorema A, que serd
dado no item 17. Assim, fica provada a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.1. Dados dois pontos A e B, existe um ponto X entre A e B.

Byr By Byr By
X X
A A A A
a ;R b p TR a TR a 'z "R
(1) (2) (3) (4)

Figura 4.7: Existe ponto entre A e B.

Item 4.17. Dissemos, antes, que distancia entre pontos de uma reta corresponde a
distancia entre nimeros reais. Esta correspondéncia € feita pela bijecao entre reta
e o conjunto dos nimeros reais. Como se relacionam os conceitos ponto entre
dois pontos e nimero entre dois nimeros. A resposta estd no teorema seguinte.

Teorema 4.2. Teorema A Seja r a reta que contém os pontos A, B e X e seja f,
uma bijecdo entre r e R associada a distancia d. Sejam x = f.(X), a = fr(A) e
b= f.(B). Entdo, X estd entre A e B se e somente se x estd entre a e b.

{item:4:16}

{prop:existspoint

{Fig:04:16}

{item:4:17}

{teo:between}
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> R

Figura 4.8: X entre A e B se e somente se x entre a e b.

Demonstracdo. Primeiramente esclarecemos que, para os nimeros reais , a € b,
a relacdo x estd entre a e b significaa < x < bou b < x < a, conforme seja
a < boub < a. Observamos também que, x estd entre a ¢ b se e somente se
la — x|+ |z — bl = |a —b).

Esta € uma propriedade dos numeros reais cuja demonstracao € longa, porque pre-
cisa considerar as diversas combinagdes possiveis para os médulos que aparecem
na igualdade. Ndo a faremos aqui.

O "se e somente se"do enunciado do teorema significa que estamos diante de dois
teoremas, cujas hipdteses e teses sao:

(a) hipdtese: X estd entre A e B; tese: x estd entre a e b;

(b) hipdtese: x estd entre a e b; tese: X estd entre A e B.

Demonstracdo de (a). Antes de comegar, observamos que, pelo Axioma da Régua,
estando A, B e X nareta r, temos

d(A, X)=la—z|, d(X,B)=|zr—05bl e d(A B)=|a—Db|.

Agora, partimos da hipétese de que X estd entre A e B. Entdo d(A, X) +
d(X, B) = d(A, B), pela defini¢do da relagéo "estd entre". Logo

la — x|+ |z — bl =|a—b|. (%)

Desta igualdade decorre que x esta entre a e b:

Demonstracdo de (b). Da hipétese (x esté entre a e b) decorre a igualdade acima
(*) e, desta tltima, resulta que d(A, X))+ d(X, B) = d(A, B). Logo, X estd entre
AeB. O]

Item 4.18. O Teorema A permite verificar se um ponto estd entre dois outros
sem a necessidade de utilizar distancia entre dois pontos, como requer a defini¢io

(Fig:04:17}
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do Item 4.14. Para verificar se o ponto X da reta AB esta entre A e B, basta
verificar se o nimero x estd entre os ndmeros reais a € b, sendo estes 0s nimeros
correspondentes aos pontos X, A ¢ B, por um sistema de coordenadas f,. Ele
também pode ser utilizado, com vantagens, para tratar de questdes como as dos
exercicios 10 e 11 da lista de exercicios n. 4.

Item 4.19. Exemplo no modelo cartesiano. Consideremos os pontos A = (a, 41 )
e B = (b,1y,) dareta r de equagdo y = mx + k. A bijecdo f, : r — R é dada por

fr(@,y) = 2v1+m?
Se X = (x,y) é um ponto qualquer de 7, entdo
AxXxB <

fr(A)* f.(X) x fr(B) <
aV1+m?2xazvV1+m2xbVl+m? <

a*xx*b

Conclusao: No modelo cartesiano, o ponto X da reta AB estd entre A e B se e
somente se a abscissa de X esta entre as abscissas de A e B. Disto decorre que o
segmento cartesiano AB tem a representacdo que se costuma fazer em geometria
analitica.

> X

» R

Figura4.9: A x X % B se e somente se a * x * b.

Ax X x Bseesomenteseax*x*b

{item:4:19}

{Fig:04:19}
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Item 4.20. No modelo do taxista, um segmento também tem a mesma represen-
tacdo que a do modelo cartesiano.

Item 4.21.  E possivel definir mediatriz de um segmento usando os conceitos
introduzidos até agora?

Definicao 4.5. Mediatriz do segmento AB ¢é o conjunto dos pontos P tais que
d(P, A) = d(P, B).

Item 4.22.  No modelo do taxista, sendo A = (2,0) e B = (O, 1), represente
numa figura a mediatriz do segmento AB.

Procuramos os pontos P = (z,y) tais que dr(P, A) = dr(P, B), ou seja, tais que
[z =2+ 1yl = |zl + |y — 1

Para representar o grafico desta equagdo, temos que considerar separadamente as
9 regides indicadas na figura. As regides sdo delimitadas pelas retas x — 2 = 0,
y=0,r=0ey—1=0,ousejax =0,z =2,y =0ey = 1, que sdo sugeridas
pelas expressdes que aparecem dentro dos modulos na equagio acima.

Y

x <0 0<z<2 x > 2
y>1 y>1 y>1
B
4
r <0 0<e<2 x> 2
O0<y<1 0<y<1 0<y<1
* xr
A
r <0 0<e<2 x> 2
y <0 y<O0 y <0

Figura 4.10: As regides do modelo de taxista do Item 4.22.

Vejamos o que acontece em algumas dessas regides.

Regido > 2,y > 1. Nesta regido, temos |v — 2| =2 — 2,y =y, |z| = z,
|y — 1| = y — 1. Portanto a equagdo acima torna-se

r—24y=x+y—1oulzx+0y=1,

{item:4:20}

{item:4:21}
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que ndo tem solugdo.

Regido 0 > = < 22,y > 1. Nesta regido, temos |x — 2| = —x + 2, |y| = v,
|x| =, |[y — 1] = y — 1. Portanto a equacdo acima torna-se

—r4+24+y=x+y—1lou —2x+0y = -3,

cuja solugdo é x = 3/2, y qualquer. Esta é a equagdo de uma reta vertical,
restrita a regido considerada.

Regido 0 > r < 22,0 < y < 1. Temos |z — 2| = —z + 2,
ly| = —y + 1. Portanto a equagdo acima torna-se

y=vy, |z| ==,

—r+24+y=x—y+1lou —2x+ 2y = —1.

Esta € a equacdo de uma reta vertical, restrita a regido considerada, que
passa pelos pontos (3/2,1) e (1/2,0).

O leitor pode verificar que na regido 0 < x < 2, y < 0 a solu¢do da equacdo é
a reta vertical x = 1/2, e que nas outras regides a equacgdo ndo tem solugdo. O
grifico da mediatriz estd representado na figura seguinte.

Y
A

Mediatriz taxista do Sap

Figura 4.11: Mediatriz do modelo de taxista do Item 4.22.

{Fig:04:22:2}



72 ROTEIRO 4. AXIOMA DA REGUA

4.1 Resumo

Objetos primitivos: ponto e reta.

Relagdo primitiva: [ponto] pertence a [reta] ("relagdo de incidéncia").

Relacao definida: [ponto] esta entre [dois pontos] ("relagdo de ordem").

Objetos definidos: retas que se interceptam; retas paralelas; circunferéncia; trian-
gulo, mediatriz de um segmento.

Axioma da régua. Existe uma fungdo d : P x P — R e, para cada reta r, existe
uma funcio bijetora f,. : r — R, associada com d por

d(A7 B) = ‘fr(A> - fr(B)| )

quaisquer que sejam os pontos A e B de r. [Aqui, P representa o conjunto de
todos os pontos.]

[d é chamada funcio distancia, d(A, B) ¢ a distancia entre A e B e f, ¢ um sis-
tema de coordenadas para a reta r, associado a d. Dizer que f,. e d sdo associados
¢ dizer que vale a igualdade que aparece no axioma.]

Teorema A. Seja r a reta que contém os pontos A, B e X e seja f, uma bije¢io
entre r e R associada a distincia d. Sejam © = f.(X), a = fr(A)eb = f.(B).
Entdo, X estd entre A e B se e somente se x estd entre a e b.
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4.2

Lista de Exercicios n. 4

A ndo ser que esteja explicito em contrario no enunciado do exercicio, consideram-
se em vigor todos os seis axiomas.

4.1.

4.2

4.3.

44.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

O axioma da régua é independente dos cinco primeiros axiomas?

Como vocé prova que a reta é um conjunto infinito? E ilimitado? O que é "conjunto
ilimitado"?

Perguntas:

(a) d(A,B) =0?

(b) d(A,B)=d(B,A)?

(¢) A= Bimplicad(A, B) =0?
(d) d(A,B) = 0implica A= B

Seja r uma reta, e seja f, uma sistema de coordenadas para r, associado a d.
Se g, é definida por g.(X) = f.(X) + k, sendo k uma constante, entdo g, é
também um sistema de coordenadas para r, associado a mesma distdncia d? E
9r(X) = kfr(X)? A constante k pode ser negativa? Pode ser 0?

Quais sdo as formulas para a distdncia e para as bijecoes no modelo cartesi-
ano?

Quais sdo as formulas para a distdncia e para as bijecdes no modelo do ta-
xista?

O que é circunferéncia?
Faca uma figura representando a circunferéncia de centro (O, O) e raio 1:

(a) no modelo cartesiano;

(b) no modelo do taxista.

Como é definida a relacdo "entre"?

Dados dois pontos A e B, existe um ponto X entre A e B? Existe um ponto Y tal
que B estd entre AeY?

Se X estd entre A e B, entdo X estd entre B e A? Se X estd entre A e B, entdo
A estd entre Be X ?

O que é segmento? Como vocé definiria comprimento de segmento?
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4.13.

4.14.

4.15.

4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

ROTEIRO 4. AXIOMA DA REGUA

O que é tridngulo?

Questdo no modelo do taxista. Considere os pontos A = (0,0), B = (3,0) e
C = (3,3). Sejam r, s e t as retas AC, BC e AB, respectivamente, e sejam f,
fs e f os seus sistemas de coordenadas. Os niimeros f.(C) e fs(C) sdo iguais?
Teriam que ser iguais? Tem sentido calcular f,.(B)? Calcule os comprimentos
dos lados do tridngulo ABC' de duas maneiras: pela formula da distdncia e pela
diferenca das coordenadas.

Em um tridngulo, qualquer lado é menor que a soma dos outros dois?

Ndo! Surpreendente?

Na definicdo da relagdo de ordem (X estd entre A e B) foram colocadas duas
condigdes: (1) A, B e X sdo colineares; (2) d(A, X) + d(X, B) = d(A, B).

Pergunta: na presenca da condicdo 2, a condicdo 1 fica sendo supérflua e, por-
tanto, pode ser dispensada?

Como vocé definiria mediatriz de um segmento usando os conceitos introduzidos
até agora?

Sendo P = (1,0) e Q = (0,2), represente numa figura a mediatriz do segmento

PO:

(a) no modelo cartesiano;

(b) no modelo do taxista.

Modelo, do taxista. Imagine o mapa de uma cidade em que as ruas sdo paralelas
ao eixo Ox e as avenidas sdo paralelas ao eixo Oy. Suponha que existam dois
pontos de tdxi situados nos pontos A = (1,0) e B = (0,1), respectivamente.
Admitindo que os tdxis utilizem os itinerdrios mais curtos, demarque no mapa as
localidades em que é indiferente ser atendido por um tdxi a partir do ponto A ou
do ponto B.
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4.3 Solucoes da Lista de Exercicios . 4

4.1.

4.2

4.3.

O axioma da régua é independente dos cinco primeiros axiomas?

Resposta:

Sim. Para provar isto, basta exibir um modelo que satisfaz os cinco axiomas, mas
ndo satisfaz o axioma da régua. Ora, no modelo com 4 pontos e 6 retas do item 9,
do Roteiro 2, cada reta possui 2 pontos, logo ndo satisfaz o axioma da régua, pois
este exige que cada reta tenha infinitos pontos.

Como vocé prova que a reta é um conjunto infinito? E ilimitado? O que é "conjunto
ilimitado"?
Resposta:

Uma reta é um conjunto infinito porque tem a mesma cardinalidade de R, pelo
axioma da régua. Isto é, existe bijecdo entre uma reta e R.

"Infinito"e "ilimitado"sdo dois conceitos distintos. Por exemplo, o intervalo de
nimeros reais entre O e 1 € um conjunto infinito, mas € limitado. Um subconjunto
C' de R € limitado se existe um nimero k& > O tal que |z| < k, qualquer que seja x
em C. E ilimitado se ndo for limitado.

A propriedade definidora de conjunto limitado é

Jk > O tal que |z| < k,Vx € C.

A sua negacdo, abaixo, ¢ a propriedade definidora de conjunto ilimitado:

Jk > 0,3z € Ctal que |z| < k.

O conjunto R ¢ infinito e ilimitado. Por que R € ilimitado? Ora, dado k£ > O
qualquer, basta tomar = k + 1 que se tem |z| > k.

Agora examinemos a reta 7. Fixemos um ponto A nareta . Por definico, dizer que
r € um conjunto ilimitado é dizer que qualquer que seja o niimero real positivo k,
existe um ponto X emr tal que d(X, A) > k. Como encontrar um ponto X em r tal
que isto acontega? Resposta: apelando para a bijecdo fr : r — R. Sejaa = f(A).
Tomemos um nimero real x tal que |z| > k (por exemplo, x = a+ k + 1). Seja X
um ponto de r tal que x = fr(X). Entdo,

d(X,A) = |z —a| > k,

provando que r € um conjunto ilimitado. (Aqui, usamos a igualdade que associa d
e fr do axioma da régua.)

Perguntas:
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(a) d(A,B) = 0?

(b) d(A, B) = d(B, A)?

(¢) A= Bimplicad(A, B) =07?
(d) d(A,B) = 0implica A= B

Resposta:
Sim. Estas perguntas se referem a distancia entre dois pontos introduzida no Axi-
oma da Régua, que satisfaz a relacdo:

d(A,B) =la—10|, (%)

em que a e b sdo as coordenadas de A e B, conforme descritas no Roteiro 4. Da
férmula (*) decorre imediatamente as 4 propriedades listadas nas perguntas.

Seja r uma reta, e seja f, uma sistema de coordenadas para r, associado a d.
Se g, ¢ definida por g.(X) = f.(X) + k, sendo k uma constante, entdo g, é
também um sistema de coordenadas para r, associado a mesma distdncia d? E
g9r(X) = kf(X)? A constante k pode ser negativa? Pode ser 0?

Resposta:

Para mostrar que g, (X) = f.(X) + k é injetora, sejam X; e X» tais que ¢, (X;) =
gr(X2)~ Entéo fT‘(Xl) +k = fr(XZ) + k9 donde fT‘(Xl) = fr(XZ)- Como fr €
injetora, tem-se X; = Xo. Logo, g, € injetora. Quanto a sobrejetividade, seja z
um numero real. Consideremos o nimero real z — k. Como f, € sobrejetora, existe
Z emrtal que f(Z) = zk. Temos ¢,(Z) = f.(Z)+k = z—k+k = z. Logo g,
é sobrejetora. Portanto, g, € bijetora, por ser injetora e sobrejetora. Resta mostrar
que

d(A, B) = [gr(A) — g-(B)|.

Isto é um fato, pois

|g7‘(A) - gr(B)| = ‘fr(A) + kfr(B) - k‘ = ’fT(A) - fr(B)| = d(A’ B)

Observemos que esta demonstra¢do ndo depende do valor da constante k. E a
fungdo ¢,(X) = kf.(X)? Se for k = O, teremos g,(X) = O, para todo X, e gr
ndo serd bijetora. Se for k # O, pode-se provar que g, € bijetora. Mas veja o que
acontece com a igualdade que aparece no Axioma da Régua:

9-(A) = 9r(B)| = |kfr(A) = kfr(B)| = [E|[f-(A) — fr(B)| = |k|d(A, B).

Sendo assim, para que g, seja associada 2 mesma distincia d, deveremos ter |k| =
1, donde £ = 1 ou k = —1. Estes sdo, pois, os valores de k possiveis. No caso
k =1, temos g, = f. enocaso k = —1, temos g, = — f;.
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4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

Quais sdo as formulas para a distancia e para as bijecoes no modelo cartesiano?

Resposta:
Veja o Roteiro 4.

Quais sdo as formulas para a distdncia e para as bijecdes no modelo do taxista?

Resposta:
Veja o Roteiro 4.

O que é circunferéncia?

Resposta:
Veja o Roteiro 4.

Faca uma figura representando a circunferéncia de centro (O, O) e raio 1:

(a) no modelo cartesiano;

(b) no modelo do taxista.

Resposta:
Veja o Roteiro 4.

Como é definida a relacdo "entre"?

Resposta:
Veja o Roteiro 4.

Dados dois pontos A e B, existe um ponto X entre A e B? Existe um ponto 'Y tal
que B estd entre AeY?

Resposta:

Sim. Sejar areta AB e seja f, : ¥ — R um sistema de coordenadas para r. Sejam
a = fr(A), b= f.(B). Dados os nimeros a e b, existe um niimero x entre a e b.
Seja X um ponto da reta r tal que = = f,.(X). Como x estd entre a e b, tem-se que
X estd entre A e B (pela Proposicdo 4.2 do item Item 4.16).

Analogamente, existe um nimero y tal que tal que b estd entre a e y. Tomamos Y
na reta r tal que y = f,-(Y"). Provamos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.3. Dados dois pontos A e B, sempre existe um ponto X entre Ae B
e um ponto Y tal que B estd entre AeY.

Observe que esta proposi¢do € precisamente o Axioma IIz, do livro Geometria
Euclidiana Plana, de Jodo Lucas Marques Barbosa. Pode uma afirmacao que pode
ser provada ser adotada como axioma? Observe também que o Axioma II; do
mesmo livro também pode ser provada. Como explicar isto? Como se compara a
maneira de introduzir a relagdo de ordem do livro do Jodao Lucas com a do Roteiro
4?
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4.11.

4.12.

4.13.

4.14.
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Se X estd entre A e B, entdo X estd entre B e A? Se X estd entre A e B, entdo
Aestdentre Be X?

Resposta:

Seja r areta AB e seja f, : 7 — R um sistema de coordenadas para r. Sejam
a= fr(A), z = fr(X), b = fr(B). Ja sabemos que X estd entre A e B se e
somente se x estd entre a e b. Para os nimeros reais, por defini¢do, x estd entre a e
bseesomente se a < x < boub < xz < a. Com esta defini¢do, fica claro que x
estd entre a e b se e somente se x estd entre b e a. Logo, X estientre Ae B see
somente se X estd entre B e A.

Para os nimeros reais, se a < x < bou b < x < a nio se pode ter b < a < x ou
x < a < b. Logo, se X estd entre A e B ndo se pode ter A entre Be X.

O que é segmento? Como vocé definiria comprimento de segmento?

Resposta:
Veja o Roteiro 4.

O que é tridngulo?

Resposta:
Veja o Roteiro 4.

Questdo no modelo do taxista. Considere os pontos A = (0,0), B = (3,0) e
C = (3,3). Sejam r, s et as retas AC, BC e AB, respectivamente, e sejam f,
fs e [ os seus sistemas de coordenadas. Os niimeros f,.(C) e fs(C) sdo iguais?
Teriam que ser iguais? Tem sentido calcular f,.(B)? Calcule os comprimentos
dos lados do tridngulo ABC' de duas maneiras: pela férmula da distdncia e pela
diferenca das coordenadas.

Resposta:
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Figura 4.12: Modelo de taxista do exercicio 4.14.

Usando as férmulas para os sistemas de coordenadas no sistema cartesiano, dadas
no Roteiro 4, obtém-se as seguintes expressoes:

felzy) =2v2, f(3,9)=y, e fi(z,0)=z.

Usando essas expressdes, obtemos:

£(C)=£:(3,3) =3V2 e fs(C) = fs(3,3) = 3.

Portanto, fr(C) é diferente de fs(C). Estes valores ndo teriam que ser iguais. Os
sistemas de coordenadas para retas distintas t€ém férmulas distintas; logo a coor-
denada de C' como ponto de 7 néo tem que ser igual a coordenada de C' quando
considerado como ponto de s.

Nio tem sentido calcular fr(B), porque B ndo é um ponto de 7.

Usando a férmula da distincia cartesiana, obtém-se d(A, C') = /18, d(A, B) = 3
e d(B,(C) = 3. Agora, vamos calcular as mesmas distancias, usando as diferengas
de coordenadas.

Para calcular d(A, C'), usamos f, paraobter f,.(A) = f,(0,0) = 0e f.(C) = 3v/2.
Dai
A(A,C) = () = [(C)] = |0~ 32v2| = 3V2

Para calcular d(A, B), usamos f; para obter f;(A) = f;(0,0) = 0e f(B) = 3.
Dai
d(A, B) = |fi(A) — fu(B)| = 03] = 3.
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4.15.

4.16.

4.17.

4.18.
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Para calcular d (B, C), usamos f5 para obter fs(B) = fs(3,0) = Oe fs(3,3) = 3.
Daf

d(BaC) = |fs(B) - fs(C)| = |O — 3| = 3.

Em um tridngulo, qualquer lado é menor que a soma dos outros dois?
Ndo! Surpreendente?

Resposta:
Nao. No modelo do taxista esta propriedade ndo é verdadeira. No tridngulo de-

senhado no Item 4.8 do Roteiro 4, o lado AB ¢ igual a soma dos outros dois:
AB = AC + BC.

Na definicdo da relacdo de ordem (X estd entre A e B) foram colocadas duas
condigcdes: (1) A, B e X sdo colineares; (2) d(A, X) + d(X, B) = d(A, B).

Pergunta: na presenca da condicdo 2, a condicdo 1 fica sendo supérflua e, por-
tanto, pode ser dispensada?

Resposta:
A condic¢do 1 ndo pode ser dispensada. Pode-se ter AB = AC' + C'B sem que se
tenha C' entre A e B, como mostra a figura do Item 4.8 do Roteiro 4.

Como vocé definiria mediatriz de um segmento usando os conceitos introduzidos
até agora?

Resposta:

As propriedades conhecidas de mediatriz sdo: (a) perpendicular ao segmento pelo
seu ponto médio. (b) conjunto dos pontos eqiiidistantes dos extremos do segmento.
Adotamos esta ultima como propriedade definidora de mediatriz por ser mais geral
e usar apenas o conceito de distancia, que ja temos. [Para o conceito de "perpendi-
cular" precisaremos de "medida de angulo".]

Sendo P = (1,0) e Q = (0,2), represente numa figura a mediatriz do segmento

PO:

(a) no modelo cartesiano;

(b) no modelo do taxista.

Resposta:
Solu¢do no modelo do taxista. Procuramos os pontos X = (x, y) tais que d,.(X, P) =
dr (X, Q). Ou seja, as coordenadas dos pontos X satisfazem a equagio

[z =1+ ]y =0l = [z =0[+ ]y =2 ou |z —1|+][yl=|z[+]|y—=2[. (+)
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Para se desvencilhar dos mddulos, o que se faz com a defini¢do de mddulo de
um nimero, teremos que decompor o plano em regides delimitadas pelas retas
r—1=0,y=0,z =0ey — 2= 0. A figura abaixo mostra essas regioes.

e >1
y =2 y =2 y =2

x < 0 0<z<1 x >1

y <0 y <0 y <O

Figura 4.13: Modelo de taxista do exercicio 4.18.

(1) Naregidox > 1,y > 2,temos [z — 1| =z — 1, |y| =y, |z| ==, |y — 2| =
y — 2. A equagdo (*) torna-se

z—14+y=24+y—2 ou Oxr+0y=-1

e ndo existe solucdo, ja que qualquer que sejam X e y o primeiro membro é
igual a 0.

(2) Naregidox > 1,0 < y < 2, aequagdo (*) toma-se
r—14+y=z—y+2 ou Ox+2y=3, y=3/2

que € a equagdo de uma reta horizontal, restrita apenas a regido em questao.

(3) Naregido0 <z < 1,0 <y < 2, aequagdo (*) toma-se
—rx+1l+y=z—y+2 ou y=x+1/2

que também € a equacdo de uma reta, restrita a regido em questao.
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(4) Vocé nao tera dificuldade em verificar que naregido z < 0,0 < y < 2 tem-se
aretay = 1/2, e que nas outras regides ndo hd solugdes.

A figura mostra a mediatriz do segmento P(). Se isto ndo parece com a mediatriz
que vocé conhece, ndo se preocupe; veremos coisas mais estranhas no futuro.

Modelo, do taxista. Imagine o mapa de uma cidade em que as ruas sdo paralelas
ao eixo Ox e as avenidas sdo paralelas ao eixo Oy. Suponha que existam dois
pontos de tdxi situados nos pontos A = (1,0) e B = (0,1), respectivamente.
Admitindo que os tdxis utilizem os itinerdrios mais curtos, demarque no mapa as
localidades em que é indiferente ser atendido por um tdxi a partir do ponto A ou
do ponto B.

Resposta:

Procuramos o lugar dos pontos P = (z, y) do plano do taxista tais que d17'(P, A) =
(P, B), ou seja, a mediatriz do segmento AB. Veremos que esta mediatriz ndo é
uma reta. Antes de comecar a fazer as contas observe que os pontos P que estdo
na regifo indicada na figura sdo eqiiidistantes de A e B. Isto significa que todos os
pontos da regido satisfazem a condi¢do colocada no problema.

A equacdo procurada é dada por

|z =1+ |y = 0] = [z = O] + [y — 1.

Agora, para descrever o grafico desta equagdo, decomponha o plano em 9 regides
delimitadas pelasretas x — 1 =0,y =0, x = O e y — 1 = 0. Vocé concluird que
o grafico é o indicado na figura: as duas regides hachuradas e o segmento que liga
a origem ao ponto (1, 1). A conclusdo é que qualquer ponto da regido indicada é
eqiiidista;ite dos pontos de taxi A e B.

Portanto, a mediatriz do segmento AB é formada pelos pontos que estdo no seg-
mento que liga (O, O) a (1, 1), mais os pontos que estdo nas duas regides hachura-
das.
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4.3. SOLUCOES DA LISTA DE EXERCICIOS . 4

P = (:C’y)

B=(0,1)

> T

A= (1,0

Figura 4.14: Modelo de taxista do exercicio 4.19.
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ROTEIRO 4. AXIOMA DA REGUA



Roteiro 5

Axioma de Separacao do Plano

. . . . " . {roteiro:5}
Conteudo: Modelo bizarro. Semiplanos. Axioma de separac¢do do plano. Interior

de tridngulo.

Item 5.1. Modelo bizarro. {item:5:1}
Ja vimos dois modelos que satisfazem os 6 axiomas dados. Aqui estd mais um

modelo: o modelo bizarro. O que torna este modelo estranho é a maneira como

estd definida a bijecdo para cada reta. Ele satisfaz os axiomas anteriores, mas,

como veremos, ndo satisfaz o axioma de separacio do plano, que serd dado nesta

Unidade. Como vocé verd, neste modelo, um tridngulo ndo se parece com um

triangulo.

Ponto: como no modelo cartesiano.

Reta: como no modelo cartesiano.

Logo, os cinco primeiros axiomas estao satisfeitos.

Para o Axioma da Régua, devemos dizer como € a distancia e a bijecdo para cada
reta.

No modelo cartesiano e no do taxista, primeiro demos as férmulas das distancias e,
depois, procuramos as formulas paras as bijecOes que se ajustavam as distancias.
Aqui, comecamos com as bijecdes.

(a) parareta vertical r de equagdo = = k, fazemos

fr(k,y) =y (como no modelo cartesiano).

(b) para reta inclinada r, ndo-horizontal, de equacdo y = mx + k, fazemos

fr(z,y) =2v1+m? (como no modelo cartesiano).

(c) para reta horizontal r de equagdo y = k:

42, xeZ
fr(x,k)—{ x, -/

85
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A figura abaixo ilustra esta funcao.

(=1, k) (0, k) (1, k) (2, k) (3, k)

Figura 5.1: Bijecao do modelo bizarro.

As bijecoes deste modelo diferem das do modelo cartesiano apenas para as retas
horizontais. Vamos provar que as funcdes fr sdo de fato bijecdes, no caso das retas
horizontais:

1° f, é injetora. Se f,.(z1,k) = f.(z2, k), entdo temos os seguintes casos a con-
siderar.

(@) fr(z1,k) e f.(xo, k) s@o inteiros; entdo z; e x5 sdo inteiros e tem-se 1 +
2 =19+ 2,donde x; = xs € (71, k) = (29, k).

(b) fr(x1,k)e f.(x2, k) ndo sdo inteiros; entdo x; e x5 ndo sdo inteiros e tem-
se x1 = xg, donde (z1, k) = (22, k).

2° f, é sobrejetora. Seja z um numero real. Se z € inteiro, tomamos o ponto
(z — 2,k). Temos f,(z —2,k) = z — 2+ 2 = z. Agora, se z ndo ¢ inteiro,
tomamos o ponto (z,k). Temos f.(z,k) = z. Sendo, pois, f,. injetora e
sobrejetora, € bijetora.

Nao vamos deduzir aqui a férmula especifica para a distancia bizarra dg. Coloca-
remos simplesmente que dg (A, B) = |f.(A) — f.(B)| paraos pontos A = (z1, k)
e B = (x9,k) dareta r. Convido os leitores para deduzir a expressdo de dp em
funcdo de z; e x,. Verifique se as formulas seguintes estdo certas:

|J]1—I2|, Jfl,ZL’QEZ ou ZE1,$2¢Z
dB(A, B) = |JZ1Z[‘2 + 2| s xr1 € 7z € ) ¢ Z
|$1—$2—2|, .CE1¢Z € To € 7

{Fig:05:01}
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Item 5.2. Exemplo de segmentos no modelo bizarro. No caso das retas verti-
cais e inclinadas, as bije¢des no modelo bizarro sdo como no modelo cartesiano.
Portanto, os segmentos nessas retas sdo como no modelo cartesiano. Para as retas
horizontais, as bijecdes sdo diferentes. Logo, se ha diferencas entre os segmentos
nos dois modelos, isto sé pode acontecer com os segmentos horizontais.

Consideremos os pontos A = (1,k), B = (2,k) e C = (2; k), na reta horizontal
y = k. Exemplo de ponto entre dois pontos. E inacreditivel, mas o ponto A estd
entre B e C'. Como se mostra isto?

1% maneira: usando sistema de coordenadas.

O sistema de coordenadas para a reta y = k é:

r+2, x€Z

e ={ 2F5 el

Dispensaremos o indice r que aparece em f, para tornar a notagdo mais simples.
Pelo sistema de coordenadas f, as coordenadas dos pontos A, B e C' sdo:

J(A) =3, f(B)=14 e f(C)=25.

Portanto f(C') < f(A) < f(B). Logo, pelo Teorema do item Itfem 4.17 do
Roteiro 4, A estd entre B e C'. Surpreendente? Sim, pois ndo parece ser isto o
que a figura abaixo estd mostrando.

Y

1 2 2.5 N
A B C
- r
) ST ko R
f(C) f(A) f(B)
2.5 1 2

Figura 5.2: C'x A x B pois (f(C) * f(A) = f(B).

2% maneira: usando distancia entre dois pontos.

De acordo com a propriedade definidora de ponto entre dois pontos, dada no Item
4.14 do Roteiro 4, devemos mostrar que dg(B, A) +dg(A,C) = dg(B, C). Isto
€ o que acontece, pois

{Fig:05:02:1}
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ds(C,B) = |f(C)—f(B) = 4-25 = L5
ds(A,B) = f(A)— f(B)l = 4-3 = le
dp(C,A) = [f(C)— f(A) = 3-25 = 05.

Portanto, A estd entre B e C. Vocé ndo acha dificil acreditar que dp(C, B) >
dp(C, A)?

Exemplo de segmentos.

1. Segmento BC'. Temos, por defini¢do,

seg(BC) ={B,C}U{X|Bx X xC}
Quais sdo os pontos X da reta BC tais que B *X*C?
Resposta: Pelo Teorema do Ifem 4.17, do Roteiro 4,

Bx X xC <« f(B)* f(A) = f(C).
Isto equivale a se ter

f(O) < f(X)< f(B)ou25b< f(X) < 4.

Agora, ndo tem escapatoria, temos que separar em dois casos.

(a) Para x inteiro, temos f(X) = x + 2, donde

25 < f(X)<4 = 25<as+2<4 =
20—2<r<4-2 = 05<r<2 = =1

Logo, (1, k), ou seja, o ponto A, é o inico ponto em que a abscissa é um
ndmero inteiro que estd entre B e C.

(b) Para z ndo-inteiro, temos f(X) = x + 2, donde

25 < f(X) <4 = 25 < <4

Juntando tudo, obtemos o segmento BC:

seg(BC) = {B,C}U{X = (z,—1/2)] 2.5 < & < 4, x ndo-inteiro }U{ A},

que estd destacado na figura abaixo. Note que 6s pontos (3, k) e (4, k) ndo
estdo no segmento BC. Mas os pontos da reta r de abscissas ndo-inteiras
entre 2.5 e 4 estdao no segmento BC'. O ponto A é um ponto do interior
do segmento BC'. Os pontos B e C sdo os extremos do segmento.
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ig:05:02:2} .
1 2 2.5 3 4 Y
Al B C o ,
Y LA A . R
f(C) f(A) f(B)

Figura 5.3: Segmento BC' (parte destacada da reta r). O ponto A estd no interior
de BC (porque f(A) estdentre f(C)e f(B)).

2. Segmento AB. De maneira andloga, obtemos

seg(AB) = {A, BYU{X = (z,-1/2)| 3 < z < 4},

exibido na figura abaixo.

{Fig:05:02:3}

1.0 2.0 3.0 4.0

Figura 5.4: Segmento AB (parte destacada da reta 7).

3. Segmento AC.

seg(AC) ={A,C}U{X = (x,—1/2)| 2.5 < x < 3}
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{Fig:05:02:

1.0 20 25 3.0

Figura 5.5: Segmento AC' (parte destacada da reta r). O ponto B estd no interior
de AC (porque f(B) estdentre f(A) e f(C)).

Quais sao os comprimentos desses segmentos? Por exemplo, o comprimento do
segmento AC € dp(C, A) = |f(C) — f(A)] = 3 —2.5 = 0.5. Vocé acredita que
o segmento BC' é maior que o segmento AC?

{item:5:3} Item5.3. Tridngulo no modelo bizarro.

Sejam A = (1,1/2),B = (2,1/2) e P = (1,1). Como estes pontos ndo sao
colineares, eles sao vértices de um tridngulo A B P, representado na figura abaixo.
Os lados AP e BP sdo como no modelo cartesiano, mas o lado AB, que esta
numa reta horizontal, € diferente do segmento cartesiano.

{Fig:05:03}

Y
P
A[\\\\\\\‘B .
x
1 2 3 4

Figura 5.6: Tridngulo no modelo bizarro.

(item:5:4} Item5.4. Separagdo do plano por uma reta.

Definicao 5.1. Dizemos que uma reta r separa o plano P se existem dois subcon-
juntos disjuntos H, e Hy tais que

(l) H1UH2:7D—T','
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(ii) H, e Hy sdo convexos [H, convexo significa: P e () em Hy implica que
seg(PQ) estd contido em H,];

(iii) A € Hy e B € Hy se somente se seg(AB) intercepta r.

Hy

Figura 5.7: Separagdo do plano.

Os conjuntos H; e H, sdo denominados semiplanos determinados pela reta . A
reta 7 ndo estd contida nos semiplanos. Se dois pontos estdao no mesmo semiplano
dizemos que estdo do mesmo lado da reta r. Se estdo em semiplanos distintos
dizemos que estdo em lados opostos de .

Item 5.5.

Teorema 5.1. Teorema Fundamental. Seja r uma reta que separa o plano. Sejam
A e B pontos que estdo em lados opostos de r. Entdo

(a) se P e A estdo do mesmo lado de r, entdo P e B estdo em lados opostos de
r

(b) se Q) e A estdo em lados opostos de r, entdo () e B estdo do mesmo lado de
r.

Demonstragdo. Digamos que A estd em Hy; entdo B estd em Hs (pois é isto o
que significa dizer que A e B estdo em lados opostos). Se P e A estdo do mesmo
lado de r, entdo P estd em H;; logo P e B estdo em lados opostos de r. Isto prova
(a). Agora, a hipdtese em (b) implica que () estd em H,; portanto () e B estdo do
mesmo lado de r, provando (b). O]

{Fig:05:04}

{item:5:5}
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{Fig:05:05}

H,y

Hy

Figura 5.8: P e () em lados opostos da reta r.

(item:5:6) Item5.6. E possivel provar que toda reta separa o plano?

Nao. Vamos examinar a questdao nos modelos conhecidos.

{item:5:7} [Item5.7. No modelo cartesiano, reta separa o plano.

Consideremos primeiro uma reta vertical » de equagdo x = k. Devemos mostrar
que existem dois subconjuntos f{; e Hy com as propriedades enunciadas no item
3. Definimos f{; e Hy, como sendo o conjunto dos pontos a direita e a esquerda
de r, respectivamente:

Hy ={(z,y);x > k}e Hy={(z,y),z < k}.

Assim sendo, H; U Hy = R? — 7.
{Fig:05:07:1}

Hj H,

Figura 5.9: Separagdo do plano no modelo cartesiano, reta vertical.

Sejam P = (x1,11) e Q = (x9,y2) pontos de H;. Se for 1 = x5, entdo PQ) é
o segmento vertical constituido dos pontos (z1,y), sendo y; * y * yo. Logo, estd
contido em H;. Digamos que =, # x2. Entdo, além de P e (), o segmento P(Q) é
constituido, dos pontos X = (z,y) da reta P(Q) tais que x1 * x * x; portanto estd
contido em H'1. O mesmo vale para H2.
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Suponhamos agora que P = (x1,y1) € Hy e Q = (x2,y2) € Hs. Entdo, x; >
kexy < k,ou zy < k < x;. Como os pontos X = (z,y) da reta P() tais que
Te < x < x1 estdo no segmento P(), entdo o ponto (k,y) desta reta estd no
segmento PQ). Logo, este segmento corta r.

Consideremos agora a reta r de equagdo y = mx + k. Definimos

Hy = {(z1,y1);11 > may + k}e H2 = {(z1,41);y2 > may + k}

Y1

mx1 + k

H,

Figura 5.10: Separacao do plano no modelo cartesiano, reta inclinada

Usando geometria analitica, prova-se com certo trabalho que H; e H satisfazem
as propriedades de separacdo do plano.

Item 5.8. No modelo bizarro, nem toda reta separa o plano. O que € surpreendente
nisto € que reta no modelo bizarro é a mesma coisa que no modelo cartesiano.
Acontece que o conceito de separac@o do plano por uma reta, depende também do
conceito de segmento, que pode ser diferente no modelo bizarro.

Consideremos a reta vertical r de equagdo x = 3, 5. A figura abaixo é enganadora.
Poderiamos pensar, como indica a figura abaixo, que H; e H, seriam os dois
conjuntos exigidos na defini¢do do item Item 5.3:

Hy ={(z,y);x > 3,5} e Hy = {(z,y);x < 3,5}

{Fig:05:07:2}

{item:5:8}
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Y r
H, H,
Ae B (O ——C)
x
1 2 3 4
r=3,5

Figura 5.11: Separacao do plano no modelo bizarrro.

Uma propriedade que H, precisa ter é a de ser um conjunto convexo. Mas ndo
é, pois os pontos A = (1,1/2) e B = (2,1/2) estdo em Hs, por terem as suas
abscissas menores que 3,5 mas o segmento AB ndo estd contido em Hs, pois
corta r no ponto de abscissa 3, 5. Portanto, 5 ndo é convexo. Isto significa que
a reta r ndo separa o plano? Nao! Significa apenas que os conjuntos H; e Hy
escolhidos ndo sdo adequados. Mas poderia haver outros conjuntos 1, e Hs que
satisfizessem as propriedades de separacdo do plano. Para provar que r ndo separa
o plano, temos de mostrar que ndo existem conjuntos /; e H, com as propriedades
requeridas na defini¢do do item 3.

Por absurdo, suponhamos que existem. (Nao sabemos como H; e Hs sdo, mas
com certeza ndo sio aqueles indicados na figura acima.) Como o segmento AB
corta r, entdo A e B estdo em lados opostos, digamos A em H; e B em H,. Seja
agora P = (1,1) (veja a figura abaixo). Como o segmento P A ndo cortar, P e
A estdo em H,. Entdo, P e B estdo em lados opostos e o segmento PB deveria
cortar areta r. Mas como se v€, ndo corta, uma contradicao. Portanto, ndo existem
H, e H, que satisfagcam as propriedades de separacdo do plano.

Y r
P
14{\\\\\\\‘3 L
T
1 2 3 4
r=3,5

Figura 5.12: No modelo bizarro as retas ndo separam o plano.

{Fig:05:08:
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Item 5.9.  Conclusdo da discussdo anterior: os axiomas anteriores nao garan-
tem que qualquer reta separa o plano. Portanto; se queremos que isto aconteca,
devemos declarar via axioma.

Item 5.10.

Axioma 8. Separacdo do plano. Toda reta separa o plano.

Item 5.11. O Axioma de separacao do plano € independente dos demais?

Sim, o modelo bizarro satisfaz todos os axiomas anteriores, mas nao satisfaz o
Axioma de separagdo do plano, como vimos no item 8.

Item 5.12. De que maneiras uma reta pode cortar um tridngulo?

Na figura abaixo, no tridngulo a esquerda, a reta corta os trés lados do tridngulo,
jé que o vértice pertence aos dois lados. Pode uma reta cortar os trés lados de um
triangulo sem passar pelos vértices, como no tridngulo do centro? Pode uma reta
cortar um lado de um tridngulo sem ser pelos vértices, € nao cortar nenhum dos
outros dois lados, como sugere o triangulo da direita?

Figura 5.13: Retas cortando um tridngulo.

A figura abaixo, que mostra o tridngulo AP B desenhado no modelo bizarro, exibe
as retas s e r, que respondem afirmativamente (impressionante?) as duas pergun-
tas. S6 que o modelo bizarro ndo satisfaz o Axioma de separacdo do plano. Se
este axioma estiver presente, isto pode acontecer? Nao! A demonstragcdo deve ser
feita em abstrato e, com certeza usa o Axioma de separacdo do plano. Se este
fosse dispensavel, os exemplos do modelo bizarro nao existiriam.

{item:5:10}

{axiomasspparacao

{item:5:11}

{item:5:12}

{Fig:05:12:1}
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{Fig:05:12:

H, H,

Figura 5.14: Reta cortando um tridngulo no modelo bizarro.

{item:5:13} Item 5.13.
{teo:05:A}

Proposicao 5.2. Teorema A Se uma reta corta o interior de um lado de um tri-
angulo sem passar pelos vértices, entdo ela terd que cortar um dos outros dois
lados.

(Aqui estd uma proposicao que parece tdo 6bvia que dificilmente se dd o devido
valor a sua demonstracido. A figura do Item 5.12, desenhada no modelo bizarro,
exibe um tridngulo AB P e uma reta r que corta o lado A B, mas ndo corta nenhum
dos outros dois lados. Este exemplo mostra que o Axioma de Separaciao do Plano
€ indispensdavel para a demonstracdo desta proposicao.)

{Fig:05:13}
B

Figura 5.15: Reta cortando o interior de um triangulo.

Demonstragdo. Por hipdtese, r é uma reta que corta o lado AC do tridngulo
ABC, sem passar por A e nem por C. Queremos provar que 7 corta um dos
outros dois lados do tridngulo. Suponhamos que 7 nio corta AB. Mostremos que
r corta BC, para provar a tese.
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Como o segmento AC' corta r, sem passar por A ou C, A e C estdo em lados
opostos de 7. Como AB ndo corta r, A e B estdo do mesmo lado de r. Resulta
entdo do teorema do Item 5.5 que B e C' estdo em lados opostos de r. Isto implica
que 7 corta o segmento BC, concluindo a demonstracdo da proposicao.

[

Item 5.14. A proposicdo que trata da possibilidade de uma reta cortar os trés
lados de um tridngulo, sem passar pelos vértices, como a reta s da figura do Item
5.12, é a seguinte, cuja demonstracdo € deixada para a lista de exercicios 05.

Proposicao 5.3. (Teorema B) Uma reta ndo pode cortar os trés lados de um
tridngulo sem passar pelos vértices.

Item 5.15. Interior de tridngulo. Como vimos, o objeto tridngulo pode ser
definido sem o axioma de separacao do plano, mas interior de triangulo ndo pode.

Defini¢iio 5.2. Seja ABC um triangulo. Sejam HSp o semiplano determinado
pela reta AB e que contém o ponto C, H%, o semiplano determinado pela reta
AC e que contém o ponto B, e Hj. o semiplano determinado pela reta BC' e
que contém o ponto A. O interior do tridngulo ABC' ¢ a intersecdo destes trés
semiplanos:

c B A
Hip M Hyo N Hpe.

Item 5.16. 'Tem sentido o conceito de interior de tridngulo no modelo bizarro?

Nao. Porque o interior de tridngulo é definido como a intersecdo de certos semi-
planos, e nem sempre existe semiplano no modelo bizarro. A figura abaixo exibe
um tridngulo no modelo bizarro; o que seria o interior deste triangulo?

Y
c
A[\\\\\\\‘B o
% T
1 2 3 4

Figura 5.16: Interior de um tridngulo no modelo bizarro.

{item:5:14}

{teo:05:B}

{item:5:15}

{item:5:16}

{Fig:05:16}
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Item 5.17. O que € interior de circunferéncia? O objeto interior de circunferéncia
ndo necessita do axioma de separa¢do do plano.

Definicao 5.3. O interior de uma circunferéncia de centro C e raio r é o conjunto
dos pontos cuja distdncia ao centro é menor que o raio. O exterior é o conjunto
dos pontos cuja distdncia ao centro é maior que o raio.

Item 5.18. Tem sentido o conceito de interior de circunferéncia no modelo
bizarro?:

Sim. O conceito de interior de circunferéncia s6 depende de distancia, diferente-
mente do conceito de interior de tridngulo.

Item 5.19. Circunferéncia e interior de circunferéncia no modelo bizarro. Uma
circunferéncia no modelo bizarro ndo separa o interior do exterior: um segmento
pode ligar um ponto do interior a um ponto do exterior sem cortar a circunferén-
cia.

Vamos desenhar a circunferéncia de centro O = (0,0) e raio 1.5. No modelo
bizarro, a distdncia entre pontos que estdo em retas que ndo sejam horizontais € a
mesma que no modelo cartesiano. Entao, os pontos das semicircunferéncias carte-
sianas que estdo acima e abaixo do eixo Ox também fazem parte da circunferéncia
bizarra. Resta determinar os pontos do eixo Ox que estdo nessa circunferéncia.
Estes sdo os pontos da forma X = (z,0) cuja distancia ao centro O = (0,0) é
1.5:

dp(X,0) = [f(X) = f(O)] = [f(2,0) = f(0,0)| = [f(x,0) = 2[ = 1.5.

Aqui, f € a bijecdo do eixo Oz em R, o modelo bizarro. Para determinar z,
separamos em dois casos:

Caso 1. z é inteiro. Entdo, f(x,0) =z +2,¢e |f(2,0) — 2| = |z +2 — 2| = ||
Logo,

|z] = 1.5 & x = £1.5. Como x deve ser inteiro, ndo hd solugio
Caso 2. x é ndo-inteiro. Entdo, f(z,0) =z, e |f(z,0) — 2| = ||z — 2|. Logo,

z—2/=15 < 2—2=+15 < z=35ex =0.5.

Portanto, sdo dois os pontos do eixo Oz que estdo na circunferéncia bizarra: A =
(0.5;0) e B = (3.5;0). Conclusdo: a circunferéncia bizarra é constituida das

{item:5:17}
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duas semicircunferéncias cartesianas situadas acima e abaixo do eixo Ox, mais oS
pontos A = (0.5;0) e B = (3.5;0). A circunferéncia estd destacada na figura
abaixo, a esquerda.

Vamos determinar o interior da mesma circunferéncia.

Como a distancia entre pontos que estdo em retas que ndo sejam horizontais € a
mesma que no modelo cartesiano, os pontos do interior da circunferéncia cartesi-
ana que nao estio no eixo Ox também estdo no interior da circunferéncia bizarra.
Para determinar os pontos X = (z,0) do eixo Ox cuja distdncia a O = (0,0) é
menor que 1.5, devemos resolver a inequagao:

f(2,0) — 2| < 1.5

Separamos em dois casos:

Caso 3. z é inteiro. Entdo, f(z,0) = x + 2, e |f(x,0) = 2| = |z + 2| = |z|.
Logo,

|z] < 1.5 < 1.5 < z < 1.5. Como z deve ser inteiro, as solug¢des sdoz = —1,0, 1.
Caso 4. x é ndo-inteiro. Entdo, f(x,0) = x, e |f(z,0) — 2| = | — 2|. Logo,

lt—2| <15 & —15<zr—-2<15 &

—15+2<2-24+2<154+2 & 05 <2 <35

A solugdo desta ultima inequacgdo € constituida de todos os nimeros reais entre
0.5 e 3.5, exceto os inteiros 1, 2 e 3. Portanto, os pontos do interior da circun-
feréncia bizarra que estdo no eixo Oz tém as abscissas X encontradas nos ca-
sos 3 e 4. O interior estd destacado na figura abaixo, a direita. Exemplos de
ponto no interior da circunferéncia: (—1,0), (—0.5;0.5), (0.5;0.5), (0.5; —0.5),
(1.5;0), (2.5;0). Exemplos de ponto no exterior da circunferéncia: (—1.5;0),
(—0.5;0), (2,0), (2;—-0.5), (3.5;1), (3.5; —1). Exemplos de ponto na circunfe-
réncia: (0.5;0), (3.5;0), (0;1.5). Encontre: (a) um segmento que liga um ponto
do interior a um ponto do exterior sem cortar a circunferéncia; (b) um segmento
que liga dois pontos do interior e que corta a circunferéncia; (c) um segmento
que liga dois pontos no exterior e que corta a circunferéncia. Pergunta: adotando
a definicdo de tangente a uma circunferéncia como sendo uma reta que corta a
circunferéncia em apenas um ponto, vocé€ pode dizer que a reta que passa pelos
pontos (0;1.5) e (1,5;0) é tangente a circunferéncia? Pode uma tangente passar
pelo interior da circunferéncia?
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(Fig:05:19}
Y Y

3 3
2 2

1 7 7

2 2 2

o ® X o— T

A B =1

Figura 5.17: Circumferéncia no modelo bizarro.
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5.1 Resumo

Objetos primitivos: ponto e reta.

Relacdo primitiva: [ponto] pertence a [reta] ("relacdo de incidéncia").

Relacao definida: [ponto] esta entre [dois pontos] ("relacdo de ordem").

Objetos definidos: retas que se interceptam, retas paralelas; circunferéncia; tri-
dngulo, mediatriz de um segmento.

Definition: Dizemos que uma reta r separa o plano P se existem dois subconjun-
tos disjuntos H, e H, tais que

(l) H1UH2:73—’I“;

(i) H; e H, sdo convexos [H; convexo significa: P e () em H; implica que
seg(PQ) estd contido em H,];

(ili) A € H, e B € H, se somente se seg(AB) intercepta .

Os conjuntos H; e H, sdo denominados semiplanos determinados pela reta r.
Se A e B estdo em um mesmo semiplano dizemos que estdo de um mesmo lado
da reta r; se A estdiem H; e B estd em H, dizemos que estao em lados opostos
de r.

Axioma de separacao do plano. Toda reta separa o plano.

Teorema 5.4. Teorema Fundamental. Seja r uma reta que separa o plano. Sejam
A e B pontos que estdo em lados opostos de r. Entdo

(a) se P e A estdo do mesmo lado de r, entdo P e B estdo em lados opostos de
r;

(b) se ) e A estdo em lados opostos de r, entdo () e B estdo do mesmo lado de
T,

Teorema 5.5. Teorema A. Se uma reta corta um lado de um tridngulo sem passar
pelos vértices, entdo ela terd que cortar um dos outros dois lados.

Teorema 5.6. Teorema B. Uma reta ndo pode cortar os trés lados de um triangulo
sem passar pelos vértices.
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Defini¢iio. Seja ABC um tridngulo. Sejam H$, o semiplano determinado pela
reta AB e que contém o ponto C, H%, o semiplano determinado pela reta AC
e que contém o ponto B, e Hj. o semiplano determinado pela reta BC e que
contém o ponto A. O interior do tridngulo ABC' € a intersecdo destes trés semi-

planos:

c B A

Um ponto estd no exterior se ndo estd no triangulo ou no seu interior.
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5.2 Lista de Exercicios n. 5

A nao ser que esteja explicito em contrario no enunciado do exercicio, consideram-
se em vigor todos os sete axiomas.

5.1. O axiomd de separacdo do plano é independente dos seis primeiros axiomas?

5.2. Descreva o modelo bizarro. O modelo bizarro satisfaz o axioma de separagdo do
plano?

5.3. Os modelos cartesiano e do taxista satisfazem o axioma de separag¢do do plano?

5.4. No modelo bizarro. desenhe a circunferéncia de centro na origem e raio 1. De-
senhe os seus didmetros horizontal e vertical. O centro estd no interior da cir-
cunferéncia. Os pontos (0.5;0) e (1,5;0) estdo no interior da circunferéncia?
Pode um segmento ligar um ponto do interior a um ponto do exterior sem cortar a
circunferéncia?

5.5. Questdes no modelo bizarro. Desenhe um tridngulo tendo um lado maior que a
soma dos outros dois. Pode um lado ser menor que a soma dos outros dois? Pode
um lado ser igual a soma dos outros dois?

5.6. No modelo bizarro, pode uma reta cortar s6 um lado de um tridngulo?

5.7. Estando valendo todos os axiomas, pode uma reta cortar sé um lado de um tridn-

gulo?

5.8

No modelo bizarro, pode uma reta cortar os trés lados de um tridngulo, sem passar
pelos vértices?

5.9. Estando valendo todos os axiomas, pode uma reta cortar os trés lados de um tri-

angulo, sem passar pelos vértices?
5.10. Defina interior de tridngulo. E exterior.
5.11. Tem sentido a definicdo de interior de tridngulo no modelo bizarro?

5.12. Qual é a hierarquia dos conceitos usados na definicdo de interior de circunferén-
cia? E de interior de tridngulo?

5.13. Demonstre o teorema fundamental.
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5.3

5.1.

5.2

5.3.
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Solucoes da Lista de Exercicios n. 5

O axiomd de separacdo do plano é independente dos seis primeiros axiomas?

Resposta:

Sim. O modelo bizarro satisfaz os seis primeiros axiomas, mas nao satisfaz o
axioma de separacdo do plano. (Repetimos o argumento: se fosse possivel provar
0 axioma de separacdo do plano a partir dos seis axiomas, ele seria vdlido em
qualquer modelo que satisfaz aqueles axiomas.)

Descreva o modelo bizarro. O modelo bizarro satisfaz o axioma de separag¢do do
plano?

Resposta:
Este modelo esta descrito no Roteiro 5. No item 8 do Roteiro 5, mostra-se que o
modelo bizarro ndo satisfaz o axioma de separagdo do plano.

Os modelos cartesiano e do taxista satisfazem o axioma de separagdo do plano?

Resposta:

Sim. O argumento € o mesmo nos dois modelos. Sejar = (z,y);ax + by + ¢ =
0 uma reta; usamos a equacdo geral da reta para evitar separar em dois casos.
Definimos os dois subconjuntos H; ¢ Hs do plano do seguinte modo:

Hy ={(x,y); ax + by + ¢ > 0}

Hy = {(z,y); ax + by +c <0}
Precisamos provar que H; e Hs satisfazem as trés propriedades de separacdo do
plano. Para a propriedade (i), pode se vé facilmente que H; U Ha = P (ou seja, a

reunido de H; e Hs dé o plano todo menos a reta r). Prova de que H; é convexo,
isto &, se A e B estdo em Hj, entdo seg(AB) estd todo contido em H; (propriedade

(i1)).
A
‘\X‘\
B

H,

Figura 5.18: Separagdo do plano no modelo de taxista.
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Para provar esta propriedade, representaremos o seg(AB) na forma paramétrica.
Para escrever a equacdo da reta determinada pelos pontos A = (z1,y1) e B =
(x2,y2) na forma paramétrica observamos que um ponto X = (x,y) estd na reta
AB se e somente se

AX = tAB

X —A=tB - A)

que, usando coordenadas se escreve,

x—1x1 =t(xy —x1)
y—y1 =1ty2 —y)
onde ¢ € um ndmero real (o pardmetro).

Observamos que X = A, quandot = 0O e X = B, quandot = 1 e que

AxX*xB & 0<t<1
AxBxX & t>1
X*+*A+xB & t<0

Entao,

seg(AB) ={X; X =A+tB—-A),sendo0 <t <1}

Passemos agora a prova de que H; é convexo. Suponhamos que A e B estdo em
H,. Entao,

ax1+by+c>0eaxy+ bys + ¢ > 0. 5.1) {eqg:5.1}

Seja X = (x,y) um ponto da reta AB. Entdo x = x1 + t(xze —x1) ey =
y1 + t(y2 — y1). Temos

azx +by +c = alry +t(ra — 21)] + bly1 +t(y2 —y1)] + ¢
= ax] + atxs — atxy + by + btys — bty + ¢
= (1 —t)(ax1 +by1 +¢) + t(axa + bys + ¢) + c(1 — t)c — tc
= (1 —=t)(axy + byr +c) + t(axs + byz + ¢) (52) {eq:5.2}

Admitindo-se agora que X estd, no seg(AB) tem-se 1 —t > 0, t > 0, e como
na ultima igualdade os trindmios entre parénteses sao > 0 (por (5.1)), resulta que
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ax + by + ¢ > 0 e o ponto X estd em Hy, provando que seg(AB) estd contido em
H,.

Para provar a propriedade (iii), se A estd em H; e B estd em Hs, entdo seg(AB)
intercepta r, deve-se provar que existe ¢ entre 0 e 1 tal que a equacéo (5.2), acima,
se torna igual a zero. Igualando, pois, a equagdo (5.2) a zero, obtém-se para o
valor de ¢ uma fragdo com numerador axy + by; + ¢ e denominador (azq + by; +
¢) — (axy + bys + ¢), fragdo esta que é positiva e menor que 1. A este valor de
t corresponde um ponto X do seg(AB) que também estd na reta r, pois ter-se-a
ax + by 4+ ¢ = 0, pela equagio (5.2).

No modelo bizarro. desenhe a circunferéncia de centro na origem e raio 1. De-
senhe os seus didmetros horizontal e vertical. O centro estd no interior da cir-
cunferéncia. Os pontos (0.5;0) e (1,5;0) estdo no interior da circunferéncia?
Pode um segmento ligar um ponto do interior a um ponto do exterior sem cortar a
circunferéncia?

Resposta:

Circunferéncia.

Os pontos da circunferéncia cartesiana de mesmo centro € mesmo raio que estdo
fora do eixo Ox, pertencem 4 circunferéncia bizarra, porque para pontos em retas
inclinadas ou verticais, a distincia bizarra coincide com a distincia cartesiana. No
eixo Ox, no qual se encontra o centro, as distdncias bizarras sdo calculadas de
maneira diferente da cartesiana. Para este eixo, a bijecdo € dada po

fr(x,0) = z, se x ndo é inteiro e f,(x,0) = z + 2, se x é inteiro.

Temos f,(0) = f-(0,0) = 2. Entdo um ponto X = (x, 0) estd na circunferéncia se
e somente se

dp(X,0) = [f-(X) = f+(0)| = |fr(X) = 2[ = 1.
(a) Se z ndo € inteiro, a ultima igualdade se escreve |z — 2| = 1,oque dd z = 3
e x = —3, que ndo sdo solugdes por serem inteiros;
(b) Se x é inteiro, a dltima igualdade se escreve |z +2 — 2| = 1l,oqueddz = le
x = —1, que sdo solugdes da equagdo. Logo; os pontos X sdo dois:
X1 =(1,0)e Xo = (—1,0).
Isto nos leva 4 conclusdo que a circunferéncia bizarra ¢ a mesma que a circunfe-
réncia cartesiana.
Diametros

O diametro vertical é o0 mesmo que o cartesiano.



5.3. SOLUCOES DA LISTA DE EXERCICIOS N. 5 107

O diametro horizontal é o segmento cujos extremos sdo X; = (1,0) e Xy =
(—=1,0). Sendo fr(X;) =3e fr(Xq) = 1, tem-se que, para P = (x,0),

X1 * P x X se somente se 3 % f,.(P)*1oul < f.(x,0) < 3.

Temos f.(x,0) = x 4+ 2 ou f,(z,0) = z, conforme seja x inteiro ou nao-inteiro,
respectivamente. Tem-se entdo

l1<z+4+2<3 = —-1<z<1 = z=0, quando x € inteiro e
1 < z < 3, quando x nio € inteiro.

Conclui-se que o diametro X; X9 € o segmento bizarro contido no eixo Oz, ressal-
tado na figura abaixo.

{Fig:05:1.05:4}

o ¢
w

A,
1

Figura 5.19: Diametro no modelo bizarro.

Pontos no interior e no exterior

O centro de uma circunferéncia sempre estd no seu interior, pois a distincia dele
ao centro é 0, que € menor que o raio.

A disténcia do ponto (0, 5; 0) ao centro (0,0) é

1/7(0,5;,0) = (0,0)] = 10,5 = 2[ = 1,5 > L.

Logo, o ponto (0, 5;0) estd no exterior da circunferéncia. Ja o ponto (1, 5;0) estd
no interior, pois a sua distincia ao centro é %

Segmento que liga um ponto do interior a um ponto do exterior sem cortar a
circunferéncia

A figura mostra um segmento vertical ligando o ponto (%, 0) que estd no exterior
ao ponto (%7 %) que estd no interior, mas que ndo corta a circunferéncia. Decorre

disto que a circunferéncia no separa o interior do exterior.
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5.5. Questoes no modelo bizarro. Desenhe um tridngulo tendo um lado maior que a

soma dos outros dois. Pode um lado ser menor que a soma dos outros dois? Pode
um lado ser igual a soma dos outros dois?

Resposta:

A idéia é tomar um lado numa reta horizontal cujo comprimento no modelo bizarro
¢ maior que no modelo cartesiano. Seja A = (0,0) e B = (0,5;0). Estes pontos
estdo no eixo Oz. No sistema de coordenadas f para esta reta, tem-se f(A) =2 e
f(B) = 0,5. O comprimento do segmento AB no modelo bizarro é dg(A, B) =
1, 5. (Este segmento ndo estd desenhado na figura; desenhe-o). Toma-se um ponto
C = (0,y), comy > 0 a determinar de modo a satisfazer as condi¢des pedidas na
questao.

C
A =(0,0)
B =(0.5,0)
C=(0,y)
o A gt o 1
0.5 1 2

Figura 5.20: Triangulo, no modelo bizarro, com um lado maior que a soma dos
outros dois.

Um lado igual a soma dos outros dois

Tem-se: dp(A,C) = dp(A,C) = y,dp(B,C) = dg(B,C) = /0,25 + y>.
Agora, se quisermos que

dB<A7 C) + dB(B7 C) - dB(Aa B)
basta resolver a equagdo

y+ 0,25 +y2=1,5.

Obtém-se

V0,25 +y2=1,5—y
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5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

0,25 4 3?2 = 2,25 — 3y + y?
y=2/3.
Um lado maior que a soma dos outros dois
Agora se quisermos
dp(A,C) +dp(B,< dp(A, B)
basta tomar y < 2/3; por exemplo, y = 0, 5.
Um lado menor que a soma dos outros dois

Finalmente, nos tridngulos encontrados, é ficil encontrar um lado menor que a
soma dos outros dois.

No modelo bizarro, pode uma reta cortar s6 um lado de um tridngulo?

Resposta:

Estando valendo todos os axiomas, pode uma reta cortar s6 um lado de um trian-
gulo?

Resposta:

Nao. Se passar por um vértice, corta pelo menos os dois lados que contém este
vértice. Se ndo passa pelo vértice, veja Teorema 5.2 (Teorema A) do Roteiro 5,
para a demonstracao.

No modelo bizarro, pode uma reta cortar os trés lados de um triangulo, sem passar
pelos vértices?

Resposta:
Sim. Veja o Roteiro 5, Item 5.12, para um exemplo.

Estando valendo todos os axiomas, pode uma reta cortar os trés lados de um tri-
angulo, sem passar pelos vértices?

Resposta:

Nido. A hipdtese e a tese do teorema a ser provado sdo: Hipdtese: AABC é um
tridngulo, Tese: uma reta r ndao pode cortar os trés lados do AABC' sem passar
pelos vértices

Demonstracgdo.

Por absurdo, suponhamos que r corta os trés lados do AABC sem passar pelos
vértices.

Temos

(a) r corta o interior do segmento AB implica que A e B estdao em lados opostos
der,
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5.11.

5.12.
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(b) r corta o interior do segmento AC' implica que A e C estdo em lados opostos
der,

(c) r corta o interior do segmento BC' implica que B e C' estdo em lados opostos
de 7.

De (a) e (b) decorre que B e C' estdo de um mesmo lado de 7, pelo teorema funda-
menta]. Mas isto contraria (c). A negacdo da tese leva a uma contradi¢do, logo a
tese é verdadeira.

A - B
Figura 5.21: Pode uma reta cortar os trés lados d um triangulo?

Defina interior de tridngulo. E exterior.

Resposta:

Tem sentido a defini¢do de interior de tridngulo no modelo bizarro?

Resposta:

Qual é a hierarquia dos conceitos usados na definicdo de interior de circunferén-
cia? E de interior de tridngulo?

Resposta:
Observemos que, como indicam os diagramas, para definir interior de tridngulo é
preciso o conceito de reta que separa o plano.

[ Circumferéncia j—'[ Interior de Circumferéncia ]

[ Triangulo ]\
[ Interior de Tridngulo ]
[ Reta que Separa o Plano V
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5.13. Demonstre o teorema fundamental.

Resposta:
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Roteiro 6

Medida de angulo

Contetido: semirreta, angulo, interior de angulo, medida de angulo, axioma do
transferidor, modelo de Moulton, retas perpendiculares, perpendicular a uma reta
dada por um ponto da reta e por um ponto fora da reta, distincia de um ponto a
uma reta, retas eqiiidistantes. Retas paralelas sdo eqiiidistantes?

Item 6.1. O que € angulo?

Definiciio 6.1. Angulo é o conjunto formado pelos pontos que estdo em duas
semi-retas de mesma origem: sendo A, B e C ndo colineares,

BAC = Sap U Sac.

O ponto A € o vértice do angulo, as semi-retas Sap € Sac sdo os lados do angulo.
Para a defini¢do de angulo precisamos antes da defini¢do de semi-reta.

Definicao 6.2. A semi-reta de origem A que passa por B é o conjunto

Sap = seg(AB)U{X;AxBx X}

Item 6.2. Para a defini¢do de angulo € necessédrio o axioma de separacdo do
plano?

Nao. Na defini¢do de angulo usa-se o conceito de semi-reta, cuja existéncia de-
pende do Axioma da régua, mas nao do axioma de separacdo do plano. Abaixo,
estd a hierarquia dos conceitos utilizados no conceito de angulo.

113
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Distancia Semirreta

Ponto entre
dois Pontos

‘( Pontos nao
Colinares

Pontos
Colineares

Pertence

Item 6.3. Exemplo de angulo no modelo bizarro.

Antes, representaremos graficamente a semi-reta de origem A = (0.5;1) que
passa pelo ponto B = (0, 1). Estes pontos estdo na reta horizontal r de equa-
¢do y = 1, para a qual uma bijecdo é dada por f,.(z,1) = z, se z ndo ¢é inteiro e
fr(z,1) = z + 2, se z é inteiro.

Temos f,.(A) = f.(0.5;1) =0.5¢e f.(B) = f.(0,1) = 2. Os pontos X = (z,1)
tais que A * X * B devem satisfazer a condi¢@o 0.5 < f,.(z,1) < 2.

(a) No caso em que x ndo € inteiro, deveremos ter 0.5 < x < 2, o que inclui
todos os numeros entre 0.5 e 2, exceto o inteiro 1.

(b) No caso em que x € inteiro, deveremos ter 0.5 < r+2 < 2o0ul0.5 <x <Oo
que dd x = —1. Os pontos X = (z, 1) sdo os pontos de r cujas abscissas sd0
estas.

Juntando a estes pontos, os pontos A e B temos o segmento AB, destacado na
figura abaixo, a esquerda, que € parte da semi-reta S.

Resta agora, para completar a semi-reta, representar o conjunto { X; A x B« X }.
Deveremos ter 0.5 < 2 < f,.(z, 1), cuja solugdo exige a andlise de dois casos.
Para = ndo inteiro, temos 0.5 < 2 < z, 0 que da todos 0s nimeros nao inteiros
maiores que 2. Para z inteiro temos 0.5 < 2 < x + 2, o que d4 todos os numeros
inteiros maiores que (. Os pontos X de r correspondentes estdo representados
no grafico do meio, na figura abaixo. A semi-reta completa, que retine os dois
conjuntos, estd representada a direita.

Y Y Y
B| A B| A B A
g —O———0 el L o —— e e -—
: : x x x
-1 0.5 1 2 1 2 1 2
segmento AB conjunto {X; Ax Bx X} semi-reta AB

Figura 6.1: Segmento e semirreta no modelo bizarro.

{Dia:06:02}
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Outra maneira de desenhar a semi-reta: desenhe a semi-reta numérica ab e repre-
sente a imagem inversa desta semi-reta numérica na reta AB pela bijecao f,.

semi-reta

AB

semi-reta

[ V)

numeérica ab 0.5 1

Figura 6.2: Imagem inversao da semi-reta numérica.

Agora tomamos o ponto C' — (0, 2). A figura abaixo representa o angulo B AC.0O
lado AB deste angulo € a semi-reta ja representada acima. O lado AC' € o mesmo
que a semi-reta cartesiana S4¢, pois AC nao € horizontal.

Sac

B SaB

Figura 6.3: Angulo BAC, com vértice em A.

Como outro exemplo de angulo, representamos na figura abaixo o dngulo ABC.
O seu lado horizontal é a semirreta Sg4. Esta tem em comum com a semirreta
Spa, desenhada acima, o segmento bizarro AB.

{Fig:06:03:2}

{Fig:06:03:3}
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Sec

B A Spa

Figura 6.4: Angulo ABC, com vértice em B.

Item 6.4. O que ¢ interior de angulo?
Definicao 6.3. O interior do dngulo BAC éa intersecdo dos semi-planos HGy e
HZE.. Com a notacdo HYy entendemos o semi-plano determinado pela reta AB

e o ponto C.

Hierarquia dos conceitos envolvidos no conceito de interior de angulo:

Segmento [ Angulo ]\

[ Interior de Angulo }
Reta que Se- '
para o Plano Semiplano ]/

Item 6.5. Tem sentido o conceito de interior de angulo no modelo bizarro?

Observemos que o conceito de interior de angulo depende do conceito de semi-
plano, que depende do axioma de separacdo do plano. Logo, ndo tem sentido
interior de angulo no modelo bizarro, pois o axioma de separa¢do do plano nio
vale neste modelo.

Item 6.6. O que é medida de angulo?

Definicao 6.4. Uma medida de dangulo em graus é uma funcdo m que a cada
angulo a faz corresponder um niimero m(a), com as seguintes propriedades:

(i) 0 < m(a) < 180;

{Fig:06:03:
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(ii) dada uma semi-reta SAB, seja H um dos semi-planos determinados pela
reta AB; entdo, dado um niimero a entre 0 e 180, existe exatamente uma
semi-reta SAC, sendo C € H, tal que m(BAC) = a;

(iii) se M estd no interior do dngulo / BAC', entdo

m(BAM) + m(MAC) = m(BAC).

Hierarquia dos conceitos utilizados para o conceito de medida de angulo:

{Dia:06:06}

[ Angulo

[ Semiplano Medida de Angulo ]

[ Interior de Angulo

A propriedade (ii) € util para mostrar que € possivel construir, sobre uma semi-
reta S4p, um angulo com uma dada medida a. Toma-se um dos semi-planos H
determinados pela reta AB e toma-se S4¢ tal que m(BAC) = a, garantida por
aquela propriedade (figura abaixo).

{Fig:06:06:1}
Sac

S S
3 o AB 1 I AB

Figura 6.5: Angulo com dada medida.

A figura seguinte ilustra a propriedade (iii).
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A B

Figura 6.6: M estd no interior de BAC e m(BfAlM) = m(CAC) = m(BﬁC).

Item 6.7 . Para a defini¢io de medida de angulo € necessario o axioma de
separacdo do plano?

Sim. Observe o uso de semiplano e de interior de angulo na definicao de medida
de angulo, conceitos que dependem do axioma de separagdo do plano.

Item 6.8.

Axioma 9. Axioma do transferidor. Existe medida de dngulo.

Item 6.9. Como se mede angulo no modelo cartesiano?

Resposta: da maneira como se faz em geometria analitica. Sejam A = (¢, yo),
B = (z1,y1) e C = (29, y>). A medida do angulo BAC ¢ obtida usando o produto
escalar de dois vetores no plano. O produto escalar dos vetores

1@2 ($1—$0,y1—yo)ez@= ($2—I0,y2—yo)

¢ o nimero
@-%@: (w1 —m0) - (22 — 20) + (Y1 — Y0) - (Y2 — Yo)-

Por defini¢do, no modelo cartesiano, a medida do ZBAC' € o nimero 0, entre 0 e
180, cujo cosseno satisfaz a relacdo

AB - AC = |@||fﬁ| cos 6
sendo |ﬁ| o comprimento do vetor f@ . Esta maneira de medir angulo satisfaz

as trés condi¢des requeridas na definicdo de medida de angulo.

Item 6.10. Como se mede angulos no modelo do taxista?

Por defini¢do, a medida de dngulo no modelo do taxista é como no modelo carte-
siano.

{Fig:06:06:
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Item 6.11. 'Tem sentido medida de angulo no modelo bizarro?

Nao, pois para a defini¢do de medida de angulo é preciso estar valendo o axionia
de separac¢do do plano, o que nio acontece no modelo bizarro.

Item 6.12. Um novo modelo: o modelo de Moulton.

No modelo de Moulton, um ponto € como no modelo cartesiano; retas verticais
(r = constante), retas horizontais e inclinadas com declividade negativa (y =
mx + k, com m < 0), também sdo como no modelo cartesiano.

J4 as retas de declividade positiva sdo substituidas por "retas quebradas”, ou seja,
quando m > 0, uma reta é dada por uma equacgdo da form

B %mx—i—k, sex >0,
y= mx +k, sex <DO0.

Item 6.13. Exemplo de reta de Moulton.

Determinemos a reta de Moulton que passa pelos pontos A = (—1,—1) e B =
(1,1). Neste caso, a declividade m € positiva. Para determinar m e k substituimos
as coordenadas de A e B nas equagdesy = mx +key = %mx + k, respectiva-
mente, por ser a abcissa de A negativa e a de B positiva. Obtemos

1
—1=m—|—kel=§m+k.

A solugdo deste sistema € m = % ek = % A equacdo da reta de Moulton que
passa por A e B é portanto
4 1 2 1

y:§x+§, sex<Oey:§x+§, sex > 0.

Figura 6.7: A reta de Moulton passando por A = (—1,—-1)e B = (1,1).

{item:6:13}

{Fig:06:13}
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Item 6.14.  Pergunta: no modelo de Moulton, vocé estd vendo um tridngulo na
figura abaixo? Os pontos A = (—1,—1), B = (1,1) e C' = (O, 1) sd0 os mesmos
da figura anterior.

A -1

Figura 6.8: Triangulo no modelo de Moulton?

Vocé estd vendo, mas talvez ndo seja o que voce estd pensando. Os vértices do
tridngulo sdo A, O e B. Vocé nao estd pensando que A, C e B sdo vértices de um
tridngulo de Moulton, ndo? Claro que ndo, pois. eles sdo colineares. Ja os pontos
A, O e B nio sio colineares. O ponto O nio pertence a reta de Moulton AC'B.
Ou, de outra forma, o ponto B ndo estd na reta AO. Nao se esqueca que esta
reta se quebra, reduzindo a sua declividade a metade da parte que estd a esquerda
do eixo Oy. A reta AO passa pelo ponto M = (1, %) A reta que passa por A
e O é a reta r que estd tracejada na figura abaixo. A reta BO passa pelo ponto

N = (=3, —1). A equagdo da reta de Moulton AO é

{item:6:14}
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)
B S
1
- T
’I
el
-1 ’,f’
X
,/ (0) 1
A’ -1
/, N

Figura 6.9: A, O, M estioem r; N, O, B estdo em s.

Item 6.15. O modelo de Moulton satisfaz os axiomas anteriores?
Sim.

Axiomas de incidéncia. O leitor ndo terd dificuldades em mostrar que o modelo
de Moulton satisfaz os axiomas de incidéncia. A parte mais trabalhosa € provar
que dois pontos A e B determinam uma reta de Moulton. No caso em que a reta
cartesiana determinada por A e B tem declividade negativa ou zero, ou é vertical,
ela coincicre com a reta de Moulton e ndo hd nada mais o que fazer. Quando a
declividade da reta cartesiana € positiva, para provar que existe e € Unica a reta de
Moulton que passa por A e B, € preciso considerar separadamente os trés casos:
(a) os dois pontos estdo a esquerda do eixo Oy; (b) os dois pontos estdo a direita
do eixo Oy; (c) um ponto esta a esquerda e o outro estd a direita do eixo Oy.
Detalhemos o caso em que: P = (1,y;) estd a esquerda e ) = (o, y,) estd a
direita do eixo Oy, respectivamente, ou seja, 1 < 0 < x5 e y; < yo. A equagdo
da reta P() é da forma

y=mx+k, sex<0 (1)

1
yzﬁmx%—k‘, sex >0 (2)

sendo que as coordenadas de P satisfazem a equacdo (1) e as de Q satisfazem a
equacao (2).

Precisamos determinar m e k (em termos de 1, y;, T2 € yo, que sdo dados). Para
isto, resolvemos o sistema, cujas incégnitas sdo m e k:

mxy, + k
%mxz + k

N =
Y2

{item:6:15}
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Obtemos

— -2
m—9 Y2 — U1 ok — T2Y1 T1Y2
To — 2I1 To — 2(131

e a reta fica conhecida.

Axiomas de paralelismo. Nao h4 dificuldades. Faca algumas figuras, para per-
ceber.

Axioma da régua. Para provar que o modelo de Moulton satisfaz o Axioma da
régua, introduzimos agora uma funcao distancia d; e um sistema de coordenadas
fr para cada reta de Moulton . A fun¢do distancia d,; € definida de maneira
muito natural a partir da distancia cartesiana d. Por exemplo, para determinar a
distancia dy; (A, B) entre os pontos A e B dados no item 10, acima, somamos o
comprimento cartesiano do segmento que vai de A ao ponto C' em que a reta corta
o eixo Oy, com o comprimento cartesiano do segmento que vai deste ponto ao
ponto B.

Definimos, pois, a distancia d,; da seguinte maneira. Para pontos que estdo em
retas verticais ou de declividade negativa ou zero, a distancia d,; coincide com a
distancia cartesiana d.. Os sistemas de coordenadas de Moulton para essas retas
sd0 0s mesmos que os cartesianos. Agora, para pontos A e B em retas de Moulton
com declividade positiva, seja C' o ponto onde a reta corta o eixo Oy. Definimos:

dc(A, B), se A e B estdo do mesmo lado de Oy
dy(A, B) =
d.(A,C) +d.(C,B), se Ae B estdo em lados opostos de Oy

sendo C' o ponto onde ela corta este eixo.
Para essas retas, definimos um sistema de coordenadas f em duas partes, gerido
em cada uma delas como no modelo cartesiano:

xv1+m?2 <0

xy/1+3im?, >0

E fécil verificar que dm efsatisfazem as condi¢cdes do Axioma da régua.

flx,y) =

Axioma de separacao do plano. Resta mostrar que o modelo de Moulton satisfaz
o axioma de separacao do plano: que para cada reta r existem dois conjuntos
e H, satisfazendo as condi¢des da separacao do plano por uma reta. No caso em
que r € também uma reta cartesiana, os conjuntos H; e Hy sdo como no modelo
cartesiano e ndo h4 dificuldades.
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Concentremos, pois, a aten¢do no caso de uma reta r de declividade m positiva,
de equagdo: y = mxz + k,se x < 0e y(1/2)mz + k, se x >. Sejam A, C' e
B pontos de r, sendo C' a sua intersecdo com o eixo Oy, A a esquerda e B a
direita de Oy. Definimos H; e Hy como sendo as partes "acima'e "abaixo'"da
reta, respectivamente (veja a figura); mais precisamente, H, é a reunido de dois
conjuntos A; e By, sendo

A = A{x,y)|z<0ey>max+k},

By = {(z,y)lz>0ey>smz+k};

enquanto H, é a reunido de A, e Bs, sendo
Ay = {(z,y)|z<0ey <mz+k},

By = {(z,y)|z>0ey<smz+k};

E ficil ver que a condicdo (i) da defini¢io de separacdo do plano estd satisfeita.
Ja ndo € tao simples mostrar. que H; é convexo. Provemos isto. Devemos pro-
var que, quaisquer que sejam os pontos P = (z1,4;) e Q = (z9,Y3) em Hy, 0
seg(PQ) esta contido em HI1. A situacdo mais delicada acontece quando os pon-
tos P e () estdo em lados opostos do eixo Oy, digamos, ;1 < O < x,. Vamos
detalhar o caso em que P e () estdo acima da reta r, ou seja, y; > mx; + k e
Yo > %mxz + k.

Y2

%mmz +k

B; B
A C
B2 x1

A, P Y1
A mzy + k

Figura 6.10: Separacdo do plano no modelo de Moulton.

Sejay =miz+ ki, x <0,y = %mlx + k1, x > 0 a equacgdo da reta P(). Basta
mostrar que o ponto (0, k1) em que a reta P() corta o eixo Oy estd acima do ponto
(0, k), em que a reta r corta aquele eixo, ou seja, que ki > k.

{Fig:06:15}

Fig a direita
estd em corres-
pondéncia com
o texto?
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Pelo que vimos acima, na verificagdo dos axiomas de incidéncia, ky = (z2y; —
2x1y2)/(x9 — 2x1). Como se prova que k; > k? O numerador de k; tem duas
parcelas oy € (—221%2). Temos

xoy1 > xo(maxy + k), porque y; > mxy + k

1 1
—211Yys > (—21x1) §mx2k‘ , porque yp > g™MT2 + k

Somando membro a membro as duas desigualdades acima obtemos

Toyr — 221y > (29 — 221)k

Desta ultima, observando que xo — 2x; > 0, obtemos k < (xo — 2x1)k/(z9 —
2x1) = k1, provando o que se queria.

O restante dos detalhes para completar a demonstracao de que o modelo de Moul-
ton satisfaz o axioma de separagdo do plano deixamos para o leitor.

Item 6.16. Medida de angulo no modelo de Moulton.

Y Y

\

\

my (PVQ) = me(PVQ')
Figura 6.11: Vértices fora do eixo Oy e vértice, V € Oy.

Para se medir um angulo de Moulton AV B, mede-se um angulo cartesiano AVB.
que se constréi a partir de A’ V B’ da maneira descrita abaixo. A medida de Moul-
ton, my(AV B), de um angulo de Moulton AV B, de vértice V, é a medida
cartesiana, m.(A’ VB ), de um outro angulo cartesiano A’ VB: m M(AXA/B) =
me(A’ VB ). O Angulo A’ VB’ é obtido a partir do angulo AV B segundo as regras
descritas abaixo.

Caso 1. O vértice V' do angulo A‘A/B esta fora do eixo Oy. Neste caso, tomam-se
os pontos A" e B’ nos lados Sy 4 e Sy g, respectivamente, do mesmo lado do eixo
Oy em que estd o ponto V.
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Caso 2. O vértice V' do angulo AV B estd no eixo Oy.

(a) Quando um lado do angulo, digamos Sy 4, estd a esquerda do eixo Oy, toma-
se A’ em Sy 4, independentemente da sua declividade.

(b) Quando o lado do angulo, digamos Sy 4, estd do lado direito do eixo Oy,
temos duas situagdes a considerar. Se ele for horizontal ou tiver declividade
negativa, toma-se A’ em Sy 4. Se ele tiver declividade positiva, toma-se A’ no
prolongamento cartesiano, para a direita do eixo Oy, da parte da reta AV que
estd do lado esquerdo do eixo Oy.

Exemplo. Na figura abaixo, esta representado o angulo de Moulton AV B, sendo
V =(0,0), A= (-1,-1) e B = (1,1). Queremos determinar a sua medida

Figura 6.12: Angulo de Moulton com vértice V no eixo Oy.

O lado Sy 4 estd a esquerda de Oy; tomamos A" = A. O lado Sy p estd a direita
de Oy e tem declividade positiva. A parte da reta de Moulton V' B que esta a
esquerda do eixo Oy é Sy ; tomamos B’ no prolongamento cartesiano de Sy y
para a direita do eixo Oy. Na figura, tomamos B’ = (1,2). Basta agora medir
o angulo cartesiano A’V B’. Tem-se mc(A'V B') = 45°490°4-26, 5°= 161, 5°,
aproximadamente, pois 26, 5°¢ uma medida aproximada do angulo a indicado na
figura. (A tangente deste dngulo a é A’, razdo do cateto oposto para o cateto

{Fig:06:16:2}
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adjacente de um tridngulo retangulo que o leitor pode identificar facilmente na
figura.) Portanto, my (AV B) = m.(A'V B') = 161, 5°(aproximadamente).

Item 6.17. Agora que sabemos medir angulo, podemos falar em retas perpendi-
culares.

Definicao 6.5. Duas retas r e s sdo perpendiculares se a unido de r e s contém um
dngulo reto.

Observe que nao dissemos que as retas formam um angulo reto, pois angulo é
formado por semi-retas. Na verdade sao formados quatro angulos retos.

Item 6.18. Perpendicular a uma reta » por um ponto P da reta.

Teorema 6.1 (Teorema A). Se P ¢ uni ponto de uma reta dada r, entdo existe
uma e uma so perpendicular a reta r passando por P.

Demonstracdo. Aplicaremos a propriedade (ii) da definicdo de medida de an-
gulo. Seja Spa, sendo A um ponto de 7, uma semi-reta. Seja C' um ponto de
um dos semiplanos H determinados por r (axioma de separacdo do plano) tal que
m(CPA) = 90. Isto é possivel porque o nimero 90 estd entre 0 e 180. Como
o angulo C'PA ¢é reto, a reta ¢t determinada por C' e P € perpendicular a reta r.
Isto prova a existéncia de perpendicular. Para provar a unicidade, seja s uma reta
perpendicular a r, passando por P. Seja D um ponto de s situado em . Entio o
angulo ADP é reto. Logo, a semi-reta Spp coincide com a semi-reta Spc, pela
unicidade de semi-reta enunciada na propriedade (ii) da definicdo de medida de
angulo. [

Figura 6.13: Existéncia e unicidade de perpendicular da reta, r, por ponto P.

Item 6.19. Perpendicular a uma reta r por um ponto P fora da reta r. Agora é
diferente: ndo vale nem a existéncia nem a unicidade.
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Com os axiomas atuais ndo se pode garantir existéncia nem unicidade. Daremos
exemplos e contra-exemplos.

Como reta r, consideremos a reta quebrada AC'B dadanoitem 13: A = (-1, —1),
C = (0.3). B = (1.1) e para ponto tomamos P = (-1, 13). O ponto P estd na
reta cartesiana y = —%JZ’ + % que € perpendicular a reta cartesiana y = %:c + %
no ponto C' (esta equagdo € a equacdo da reta de Moulton 7, para x < 0). Temos
ma(ACP) = m.(ACP) = 90°, pois os lados do angulo estdo a esquerda do eixo
Oy. Portanto, a reta PC ¢ perpendicular a reta r, tanto segundo Moulton quanto
no modelo cartesiano. Este € um exemplo de um ponto P pelo qual passa uma e
uma s6 perpendicular a 7.

<

Figura 6.14: Perpendiculares de reta de Moulton, 7, passando por ponto P.

Agora exibiremos um ponto () pelo qual ndo passa perpendicular a 7. Tomemos a
reta QC perpendicular cartesianamente a reta y = %Z‘ + % (esta é a equacao da reta
de Moulton r, para x > 0). A equagdo de QC éy = —%x + % sendo () o ponto
desta reta de abscissa -1: @ = (-1, %) Portanto, o angulo cartesiano BC(Q) é
reto.

O angulo de Moulton BC'@) é reto? Resposta: Nao.

Para medir este angulo, devemos substituir o lado C'B pela semi-reta C'B’ que é
o prolongamento, a direita do eixo Oy, de AC, a parte de r que estd a esquerda
de Oy. Tomamos B’ = (1,32). Entdo, mM(BCQ) = mc(B'CQ). Como se
vé claramente, este tltimo aAngulo é agudo (menor que 90°). Portanto QQC nao é
perpendicular a r, segundo Moulton.

Pergunta: Pelo ponto (), existe uma reta perpendicular a r? Resposta: Nao. Como
acabamos de ver, QC' ndo € perpendicular a r, segundo Moulton (como vimos,
QC' é perpendicular a C'B, cartesianamente falando). Agora, se ligarmos () a um
ponto R de r, 4 direita de C', como mostra a figura, ()R ndo é perpendicular a
C B cartesianamente (porque s6 existe uma perpendicular cartesiana a C'B e esta

|

V' substituido
por C

{Fig:06:19:1}
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€ QC). A medida de Moulton do dngulo B R() é a mesma medida cartesiana deste
angulo, logo ndo € reto. Consegue-se mostrar também que, se ligarmos () a um
ponto S de r, a esquerda de C', Q.S ndo € perpendicular a r. Conclusdo: ndo existe
perpendicular a r pelo ponto (). Este € um fato surpreendente.

E quanto a unicidade? Por um ponto fora de r pode passar mais de uma perpen-
dicular a »? Resposta: Sim. Vamos exibir um ponto N pelo qual passam duas
perpendiculares a . Tomamos N um ponto do quarto quadrante que estd na reta
PC' que, como vimos € perpendicular a . Por N tracamos urna perpendicular
cartesiana M N a reta r, sendo M um ponto a direita de C'. Esta reta M N é
perpendicular a r, segundo Moulton também. Portanto, no modelo de Moulton,
existem duas perpendiculares a » por N: NC' e N M. Outro fato surpreendente.

Y

!
sy

Wl

N

Figura 6.15: Ponto, N, com duas perpendiculares.

Conclusdo. Os axiomas dados até agora ndo sdo suficientes para garantir a exis-
téncia e a unicidade de reta perpendicular a uma reta dada por um ponto dado fora
da reta. Ao contrdrio, no caso de ponto na reta, existéncia e unicidade de perpen-
dicular estdo garantidas, como mostra o Teorema 6.1 (Teorema A) do Item 18.
Que axioma estd faltando para garantir existéncia e unicidade de perpendicular a
uma reta por um ponto fora? Veremos isto no futuro.

Item 6.20. Como se define distancia de um ponto a uma reta?

Como se sabe, na geometria euclidiana, determina-se a distancia de um ponto a
uma reta baixando-se uma perpendicular do ponto a reta e calculando-se a distan-
cia do ponto ao pé da perpendicular. Acontece que, na presen¢a dos axiomas atu-
ais, nem sempre a perpendicular existe, como vimos no exemplo do item anterior.
Por esta razdo definimos distancia de um ponto a uma reta de outra maneira:

Definicao 6.6. Seja r uma reta e seja P um ponto fora de r. A distancia de P
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a r, indicada por d(P,r), é a menor das distdncias de P aos pontos de r. Em
simbolos:

d(P,r) =min{d(P, X); X € r}.

Item 6.21. Que sdo retas eqiiidistantes?

Definicao 6.7. A reta r é eqiiidistante da reta s se dados dois pontos quaisquer A
e Bder, tem-se d(A, s) = d(B, s).

Item 6.22. Retas paralelas sao eqiiidistantes?

Nem sempre. No modelo de Moulton existem retas paralelas que ndo sdo eqiiidis-
tantes.

Exemplo. Na figura abaixo, as retas 7 e s sdo retas de Moulton paralelas. Tomamos
em r o ponto A de modo que o pé A’ da perpendicular de A a r é o ponto de olho
interse¢@o de s com Oy. O ponto B € a intersecdo de r com o eixo Oy; B’ é o
pé da perpendicular baixada de B a s. O segmento A'C' estd no prolongamento
cartesiano da air semi-reta que esta a esquerda de Ou. O segmento BC' é paralelo
a AA’ e, portanto, tem comprimento igual a AA’. A hipotenusa do tridngulo
retangulo BC'D ¢ parte do segmento BB’. Disto decorre que BB" > BD >
BC = AA'. Logo, BB’ > AA'. Portanto, a reta r ndo é eqiiidistante de s, por ter
dois pontos A e B cujas distancias a s sdo diferentes.

Figura 6.16: Retas de Moulton equidistantes.

{item:6:21}

{item:6:22}

{Fig:06:22}
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Roteiro 7

Conseqiiéncias dos axiomas de
separacao do plano e do transferidor

Os teoremas que decorrem do axioma de separacdo do plano sdo de facil aceitacao
e de dificil demonstracdo. O matematico Moritz Pasch (1843-1930) foi um dos
primeiros matemadticos a perceber que eles precisavam de demonstragdo e, para
demonstra-los, aos axiomas de Euclides ele percebeu que era necessario acres-
centar um novo axioma, o de separacdo do plano. Neste Roteiro, enunciamos e
provamos alguns deles. Nenhum dos teoremas depende dos axiomas de parale-
lismo. Todos os teoremas dependem do axioma de separagcdo do plano, exceto a
Proposi¢cdao B, que depende apenas do axioma da régua (e dos axiomas de inci-
déncia).

Os teoremas tratam com interiores de figuras, cujas defini¢des relembramos abaixo:

Definicoes O interior de um segmento A B € constituido dos pontos do segmento
diferentes dos extremos:

int(seg(AB)) = {X; A% X x B}.

O interior de uma semi-reta S, 3 é constituido dos pontos da semi-reta diferentes
da sua origem:

int(Sap) ={B}U{X;Ax X * BfU{X;A* Bx X}.
O interior de um angulo BAC éa interse¢do dos semi-planos HY; e H:
int(BAC) = HS, N HE,..
O interior de um tridngulo AABC ¢ a intersegdo dos semi-planos HSy, H%- e
Hie:

int(AABC) = H{z N HY, N Hye,

131
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Deste Roteiro, € importante que o aluno compreenda bem os teoremas destacados
nos itens 1 e 2: Teorema de Pasch, Teorema da semi-reta do interior de um angulo,
Reciproca do teorema da semi-reta do interior de um angulo, Teorema do Angulo
Raso e o Teorema dos Angulos Opostos pelo Vértice. As suas demonstracdes,
que demandam as outras proposi¢des do roteiro, podem ser dispensadas neste
momento.

(item:7:1} [Item 7.1. Teoremas que dependem do axioma de separagdo do plano, sem
envolver medida de angulos.

{teorema:pasch}
Teorema 7.1. Teorema de Pasch (Moritz Pasch, 1843-1930). Se uma reta corta
o interior de um lado de um tridngulo, entdo ela terd que cortar um dos outros
dois lados.

{Fig:07:01:1}

N
o]

r

Figura 7.1: Teorema do Pasch.

Observacao. O Teorema de Pasch foi demonstrado no Roteiro 5. Ele € o Teo-
rema A daquele roteiro. Pode-se provar que o Teorema de Pasch € equivalente ao
Axioma de Separacdo do Plano (ASP). Sendo assim, ele pode ser adotado como
axioma no lugar do ASP, como, alids, fez Pasch. Para provar a equivaléncia dos
dois, basta provar que adotado o Teorema de Pasch como axioma pode-se provar
0 ASP, pois ja provamos o Teorema de Pasch a partir do ASP. Ndo o faremos aqui.

mirreta:interior}
Teorema 7.2. Teorema da semi-reta do interior de um angulo. Se o ponto P estd
no interior do dngulo BAC, entdo a semi-reta S ap corta o segmento BC.



133
ig:07:01:2}

Figura 7.2: Teorema da Semirreta do Interior de um Angulo.

{teorema:semirret.

Teorema 7.3. Reciproca do teorema da semi-reta do interior de um dngulo. Se

a semi-reta Sap corta o interior do segmento BC, entdo P estd no interior do
dngulo BAC.

{Fig:07:01:3}

Figura 7.3: Reciproca do Teorema da Semirreta do Interior de um Angulo.

Observacao. O Teorema de Pasch e o Teorema da semi-reta do interior de um
angulo descrevem o que acontece com uma reta que se adentra num triangulo:
o primeiro pelo interior de um lado e o segundo por um vértice. Em ambos os
casos, ao sair do tridngulo ela terd que cortar o tridngulo novamente. Veja a figura
abaixo.
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{Fig:07:01:
C C

A r B S7A B

Figura 7.4: Teorema de Pasch e Lema da Semi-reta do Interior de um Angulo.

Porque trocar

texto (IJIO§ dalop-
fosria ﬁgura?S} C A

o——F+—o0 o———o0

r

Figura 7.5: Figuras Ilustrativas no Modelo Bizarro.

Estes fatos s@o tdo 6bvios, que talvez ninguém antes de Pasch tenha pensado que
eles precisam de demonstracdo. Foi Pasch que percebeu a necessidade de um
axioma que ndo estava entre os axiomas de Euclides para poder demonstra-los.
No modelo bizarro, em que ndo vale o axioma de separa¢do do plano, o Teorema
de Pasch ndo vale. Uma das figuras acima mostra uma reta r que corta apenas o
lado AB do triangulo ABC.

O Teorema da semi-reta do interior de um angulo garante que a semi-reta Sy p
corta qualquer segmento que liga pontos dos lados do angulo. O seu enunciado
nem tem sentido no modelo bizarro, pois ndo existe interior de angulo neste mo-
delo. Uma das figuras acima mostra uma semi-reta no modelo bizarro que corta o
segmento M N, mas ndo corta o segmento BC'.

{item:7:2} [Item7.2. Teoremas que envolvem medida de dngulos.

rema:angulo:raso}
Teorema 7.4. Teorema do Angulo Raso. Sejam A, V e B trés pontos tais que
AxV x B e seja P um ponto fora da reta AB. Entdo m(AV P)+m(PV B) — 180.
Reciprocamente, se A e B sdo pontos que estdo em lados opostos da reta VP e
m(AV P) +m(PBV) — 180, entdo A x V % B.



ig:07:02:1}

135

y /x
B Vv A

Figura 7.6: Teorema do Angulo Raso.

Teorema 7.5. Teorema dos Angulos Opostos pelo Vértice. Angulos opostos pelo
vértice tém a mesma medida.

Figura 7.7: Teorema dos Angulos Opostos pelo Vértice.

Item 7.3. Demonstragdes do Teorema da semi-reta do interior de um tridngulo e
da sua reciproca:

As demonstracdes dos dois teoremas ¢ muito longa. Elas dependem de varios
teoremas que desenvolveremos em seguida.

Proposicao 7.6. Proposi¢cdo A. Segmento, semi-reta, interior de segmento e inte-

rior de semi-reta sdo conjuntos convexos. [Um conjunto K é convexo, se P, () €
K = seq(PQ) estd contido em K.]

Demonstracdo. Faremos a demonstracdo apenas para o caso de uma semi-reta
Sap={A,B}u{X; Ax X« B}U{X; AxBx X}.

Sejam P, @ € S. Queremos mostrar que seg(P(Q)) estd contido em S. Para isto
devemos mostrar que, se X estd entre P e ), P x X % (), entdo X € S. Temos
varios casos a considerar, conforme a posi¢do de P e () em relacio a A e B.
Vamos tratar do caso em que A * P x B, A x () x B. Todos os outros casos sao
tratados de maneira semelhante.

Seja f : reta(AB) — R um sistema de coordenadas para a reta AB. Sejam a =
f(A), b= f(B),p=f(P),q= f(Q), z = f(X). Sem perda de generalidade
podemos supor que a<bep<q.

Temosque Ax PxB = a<p<b

AxQ+*B = a<g<b. Dondea <p<q<b.

Temos também Px X x() = p<r<q = a<x<b = AxX*xB = X €
Sap. Isto concluf a prova de que seg(PQ)) estd contido em S. O

{teorema:angulos::

{Fig:07:02:2}

{item:7:3}
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Proposicao 7.7. Proposicao B. Seja K um segmento, uma semi-reta ou o interior
deles. Se K ndo corta uma reta r, entdo K estd contido em um dos semi-planos
determinados por r.

{Fig:07:03:1}

—

Figura 7.8: Proposicao B.

Demonstracdo. Sejam H; e H, os semiplanos determinados por 7. Seja A um
ponto de K que estd em H1. Suponhamos, por absurdo, que existe um ponto 53
de K que estd em H,. Entdo, pelo Axioma de Separagdo do Plano, o segmento
AB corta r. Isto implica que K também corta 7, ji que o segmento AB esta
contido em K (Proposicao A). Isto contraria a hipétese de que K ndo cortar. [

Proposicao 7.8. Proposicdo C. Se Ax B x C' e a reta AC corta uma retar em B,
entdao

(a) os interiores de seg(BA) e de Sp estdo do mesmo lado de r,

(b) os interiores de Spa e Spc estdo em lados opostos de r.

{Fig:07:03:2}

Figura 7.9: Proposicao C.

Demonstragdo. Acompanhe a demonstracdo com a figura acima. Parte (a). Seja
X € int(seg(AB)). Entdo A*X*B que, juntamente com A x B * C, implica em
X * B x C. Isto implica que seg(X (') corta areta r, donde X e C' éstdo em lados
opostos de 7. Como A e C' também estdo em lados opostos de r, resulta que A e
X estdo do mesmo lado de r. Isto implica que os pontos de int(seg(AB)) estdo
todos do mesmo lado de r. De maneira semelhante, provamos que os pontos de
int(Spa) estdo do mesmo lado de 7.
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Parte (b).

X €int(Spa) = X =AouA*x X xBouBxAxX.

Yeint(Spge) = Y =Cou BxY*xCouB*x(CxY.

Em qualquer caso, temos X e Y em lados opostos de . Isto implica que int(Sp4)
e int(Spc) estdo em lados opostos de 7. O

Lema 7.9. Lema do Z. Se P e () estdo em lados opostos da reta AB, entdo Sgp
e Saq ndo tém ponto em comum.

Figura 7.10: Lema do Z.

[A figura acima parece uma letra z; por isso este lema € denominado Lema do Z.]

Demonstragdo. Digamos que P estd no semi-plano H; e () estd no semi-plano
H,. Pela Proposi¢ao C, int(Spp) estd contido em H; e int(Sag) estd contido
em Hy, logo int(Spp) e int(Saq) ndo tém ponto em comum. Como A e B sdo
distintos, segue que Spp € S4¢ ndo tém ponto em comum. O

Proposicio 7.10. Proposicdo D. P € int(BAC') < B e P estdo do mesmo lado
de AC e C e P estdo do mesmo lado de AB.

A B

Figura 7.11: Proposi¢ao D.

{Fig:07:03:3}

{Fig:07:03:4}
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Demonstragdo. Por definigdo, int(BAC) = H{z N HE,. Entdo, P € int(BAC)
= Pc HSzeP e H},. Temos P € Hy = seg(PC) estd contido em HYp
(propriedade (ii) da definicdo de "reta separa o plano"), donde C' e P estdo do
mesmo lado de AB. P € HY, = seg(PB) esta contido em HZ%, (propriedade
(i1) da defini¢@o de "reta separa o plano"), donde B e P estao do mesmo lado de
AC. Isto prova um sentido (=-) da proposi¢@o. Provemos o outro sentido.

Temos
Be P domesmo ladode AC = P € H%..

C'e P domesmo ladode AB = P ¢ HSj.

Destas duas condigdes, resulta que P € HYz N HE,, provando o outro sentido.
O

Proposicao 7.11. Proposicao E. Seja BAC um dngulo. Entdo int(C B) estd con-
tido em int(BAC).

{Fig:07:03:5}

A B

Figura 7.12: Proposi¢ao E.

Demonstracdo. Temos
(1) int(seg(C'B)) esté contido em Hf, (Proposigdo C).
(2) int(seg(C'B)) estd contido em H§ , (Proposigio C).

De (1) e (2), resulta que int(seg(C B)) estd contido em HE ,NHCBA = int(BAC).
0

Observacao. Na auséncia do Axioma de unicidade de paralelas, a reciproca desta
proposicao € falsa; isto €, nem todo ponto do interior de um angulo estd num seg-
mento que liga dois pontos dos lados do angulo. E preciso um exemplo concreto
para nos convencer disto, ja que este fato vai contra a nossa intui¢do. O contra-
exemplo para a reciproca serd dado no modelo de Klein, num capitulo posterior.

Teorema 7.12. Teorema da semi-reta do interior de um dangulo. Se o ponto P
estd no interior do dngulo BAC, entdo a semi-reta S ap corta o segmento BC'.
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Figura 7.13: Teorema da Semi-reta do Interior de um Angulo.

Demonstragcdo. Queremos mostrar que a semi-reta S, p da primeira figura corta
o segmento BC'. A idéia da demonstracdo é construir um novo tridngulo ABC'D
e aplicar a ele o Teorema de Pasch para concluir que a reta AP, que corta o lado
BD, tera que cortar o lado BC' num ponto () e, depois, que Q estd na semi-reta
S 4p. Para construir o novo tridngulo, basta tomar um ponto D tal que D x A x B,
como mostra a segunda figura, acima.

Primeiramente, mostremos que a reta AP corta o lado BC'. Para isto aplicaremos
o Teorema de Pasch ao ABC D, mostrando que a reta AP nao corta o lado C'D.
Temos

P € int(BAC) = B e P estdo do mesmo lado de AC (Proposicdo D)

Dx A+« B = Be D estdoem lados opostos de AC'

Logo, P e D estdao em lados opostos de AC. Pelo Lema do Z, aplicado a reta AC,
int(C'D) e int(S Ap) ndo se interceptam. Portanto, S Ap ndo corta seg(CD).

Seja agora SAE a semi-reta oposta a SAp. Entdo E e C' estdo em lados opostos
de AB. O Lema do Z aplicado a reta AB, garante que S4p nio corta o seg(C'D).
Logo, areta AP (= Sapv U Sag) ndo corta seg(C' D). Pelo Teorema de Pasch,
areta AP corta o lado BC' num ponto (). O ponto () estd na reta AP; por que
estd na semi-reta S, p? Resposta: porque P e Q estdo do mesmo lado de AB. Isto
conclui a demonstracao. [

Teorema 7.13. Reciproca do teorema da semi-reta do interior de um dngulo. Se
a semi-reta S Ap corta o interior do segmento BC, entdo P estd no interior do
dngulo BAC.
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{Fig:07:03:
Cx
A B

Figura 7.14: Reciproca do Teorema da Semi-reta do Interior de um Angulo.

Demonstragdo.

(1) @ e C estdo do mesmo lado de AB (Proposicio C).
(2) Qe P estao do mesmo lado de AB (Proposicao C).

(3) Logo, P e C estdo do mesmo lado de AB: P € H%..

Da maneira andloga, P e B estdo do mesmo lado de AC: P € H fc-
Portanto, P estd no interior do angulo BAC'. U]

(item:7:4) Item7.4. Demonstragdes do Teorema do Angulo Raso e do Teorema dos Angulos
Opostos pelo Vértice.

Proposicao 7.14. Proposicio F. Se B x A x D, entdo P € int(Bk) se e somente
se C € int(P; AD).

{Fig:07:04:1}

|

D A B D A B

Figura 7.15: Proposi¢do F.

Demonstragcdo. No sentido “=". P € int(BgC ) = Pe Bestiao do mesmo lado de AC' (Proposig
BxAxD = D e B estdo em lados opostos de AC. Logo, D e P estdo em lados
opostos de AC' > seg(DP) corta AC = C € int(PAD) (Reciproca do teorema
da semi-reta do interior de um angulo). Para o outro sentido a demonstragdo é
andloga. [
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Proposicao 7.15. Proposi¢ao G. Se M e C estdo do mesmo lado da reta AB e
m(BAM) < m(BAC), entdo M estd no interior de BAC.

Figura 7.16: Proposi¢ao G.

Demonstragdo. Queremos mostrar que, nas hipdteses da proposicao, a situacao
¢ a ilustrada na figura acima: M estd no int(BgC). Isto é, M € H{3 N HE-,
pela defini¢do de interior de Angulo. Como, por hipétese, M € HYp, resta mos-
trar que M € HZ%.. Procedendo por absurdo, a negagio desta ultima afirmagdo,
M € HE., significa M € AC ou M e B estdo em lados opostos de AC' (figuras
abaixo).

Suponhamos que M FAC. Entao BAM = BAC, contrariando a hipétese.
Suponhamos que M e B estdo em lados opostos de AC'. Entdo seg(M B) corta
AC' e, como M e C estdo do mesmo lado de AB, seg(M B) corta SAc. Por-
tanto, C' estd no int(BgM ), pela reciproca do teorema da semireta do interior de
um angulo. Daf, m(BAC) + m(CAM) = m(BAM), pela propriedade (iii) da
definicdo de reta separa o plano. Logo, m(Bﬁ]\/[ ) > m(BﬁC), contrariando a
hipétese.

Como a negagdo de M € HZ%, leva a uma contradi¢do, entdo esta afirmagdo é

verdadeira, completando a demonstracao. L
Ce C
M M
A B A B

Figura 7.17: Proposi¢ao G.

{Fig:07:04:3}
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Teorema 7.16. Teorema do Angulo Raso. Se P estd fora da reta AB, entdo
m(AV P) + m(PV B) = 180. Reciprocamente, se A e B sdo pontos que estdo
em lados opostos da reta VP e m(AV D) + m(PV B) = 180, entdo A x V x B.

{Fig:07:04:4}

P

Y x
B \% A

Figura 7.18: Teorema do Angulo Raso.

Demonstragdo. Fagamos m(AV P) = zem(PV B)) = y. Mostraremos que as
possibilidades x + y < 180 e  + y > 180 levam a contradi¢ao restando, pois, a
que se quer provar na primeira parte do teorema: z + y = 180.

Suponhamos que = + y < 180.

Plsso 1. Existe exatamente uma semi-reta Sy p, sendo D do mesmo lado de AV
que P, tal que m(APD) = x +y (Propriedade (ii) de medida de angulo.
Figura abaixo, a esquerda.)

P2sso 2. Como x < x4y, entdo o ponto P estd no interior de AVD. (Proposicao
G).

Passo 3. m(AVP) + m(PVD)) = m(AV D). (Propriedade (iii) de medida de
angulo).
Passo 4. = + m(PVD) =z + y, donde m(PVD) =y.
Passo 5. Como D € int(PVB) (por que?), temos m(PV D) + In(DVB) =
m(PV B).
Passo 6. y + m(DV B) = y, donde m(DV B) = 0, uma contradicio.
Logo, ndo pode ser z + y < 180.
{Fig:07:04:5}

Figura 7.19: Prova do Teorema do Angulo Raso.
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Suponhamos, agora, que x + y > 180. Figura acima, a direita.

Passo 7. x + y < 360, pois x < 180 e y < 180.

Passo 8. O < x +y — 180 < 180.

Passo 9. Existe exatamente uma semi-reta SvFE, sendo £ do mesmo lado de AV
que P, tal que m(A‘/}E) =z +y — 180.

Passo 10. O ponto F estd em z‘nt(AXA/E), porque = + y — 180 < x. (Proposi¢do
G)

Passo 11. m(AVE) + m(EV P) = m(AV P).

Passo 12. 2 + y — 180 + m(EV P) = z, donde m(EV P) = 180 — y.

Passo 13. Como P € int(EXA/B) (Proposicdo F), temos m(EV P) + m(PIA/B) =
m(EV B).

Passo 14. 180 — y + y = m(EV B), donde m(EV B) = 180. Contradico.
Portanto, x + y > 180 também € falso. Logo, resta = + y = 180.

Demonstracao da reciproca.

Seja M um ponto tal que A x V' x M (figura abaixo). Pela parte ja demonstrada,
temos

m(AV P) +m(PV M) = 180.

Por hipétese, temos

m(AV P) +m(PV B) = 180.

Logo,

m(PV M) = m(PV B).

Como M e B estdo do mesmo lado da reta VV P, e as semi-retas Sy g € Sy s fazem
com a semi-reta Sy p dngulos com a mesma medida, entdao Sy g = Sy, pela
propriedade (ii) da definicdo de medida de angulo. Isto conclui a demonstragdo
do teorema. O

Figura 7.20: Teorema do Angulo Raso.

{Fig:07:04:6}



{Fig:07:04:7}

144ROTEIRO 7. CONSEQUENCIAS DOS AXIOMAS DE SEPARACAO DO PLANO E DO TR+

Definicao 7.1. Dois dngulos sdo opostos pelo vértice se os lados de um sdo as
semi-retas opostas dos lados do outro.

Teorema 7.17. Teorema dos Angulos Opostos pelo Vértice. Angulos opostos
pelo vértice tém a mesma medida.

Figura 7.21: Angulos Opostos pelo Vértice.

Demonstragdo. Temos a +y = 180 e 3 + 7 = 180. Logo, o = 3.




7.1. RESUMO 145

7.1 Resumo

Objetos primitivos: ponto e reta.

Relacdo primitiva: [ponto] pertence a [reta] ("relacdo de incidéncia").

Relacdo definida: [ponto] entre [dois pontos] ("relagdo de ordem").

Objetos definidos:  retas que se interceptam; retas paralelas; circunferéncia;
interior e exterior de circunferéncia; segmento; triangulo; distancia entre dois
pontos; sistema de coordenadas para cada reta; reta separa plano; semi-plano;
interior e exterior de triangulo, semi-reta, angulo, interior de dngulo, medida de
angulo, perpendiculares, distdncia de ponto a reta, retas eqiiidistantes, dngulos
opostos pelo vértice.

Axiomas anteriores: 3 de incidéncia, 2 de paralelismo, axioma da régua, axioma
de separacdo do plano.

Modelos aniquilados pelos axiomas anteriores: modelos finitos, modelo bizarro.
Modelos que ainda continuam: modelo cartesiano, modelo do taxista, modelo de
Moulton.

Definicao. A semi-reta de origem A que passa por B € o conjunto Syp =
seg(AB)U{X;Ax Bx* X}.

Definicao.

Angulo é o conjunto formado pelos pontos que estdo em duas semi-retas de
mesma origem: sendo A, B e C' ndo colineares, BAC = Ssp U Sxc. O ponto A
€ o vértice do angulo, as semi-retas Sap € Sac sdo os lados do angulo.

Definicao. O interior do angulo BAC é 4 intersecdo dos semi-planos HGp e
HZ%.. Com a notagio HSp entendemos o semi-plano determinado pela reta AB e
o ponto C'.

Definicao. Uma medida de angulo em graus ¢ uma fung¢ao m que a cada angulo
a faz corresponder um niimero m(a), com as seguintes propriedades:

(i) O < m(a) < 180;

(i1) dada uma semi-reta Sz, seja H um dos semi-planos determinados pela reta
AB; entao, dado um numero a entre 0 e 180, existe exatamente uma semi-
reta Sac, sendo C' € H, tal que m(BAC) = a;

(iii) se M estd no interior do angulo /BAC , entdo

m(BAM) + m(MAC) = m(BAC)
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Axioma do transferidor. Existe medida de angulo.

Definicao. Duas retas r e s sdo perpendiculares se a unido de r e s contém um
angulo reto.

Teorema A. Se P é um ponto de uma reta dada r, entdo existe uma e uma sé
perpendicular a reta r passando por P.

Definicdo. Seja » uma reta e seja P um ponto fora de r. A distancia de P a r,
indicada por d( P, ), é a menor das distincias de P aos pontos de 7. Em simbolos:
d(P,r) =min{d(P,X); X € r}.

Definicao. A reta r é eqiiidistante da reta s se dados dois pontos quaisquer A e B
de r, tem-se d(A, s) = d(B, s).

Definicdo. Dois angulos sdo opostos pelo vértice se os lados de um sdo as semi-
retas opostas dos lados do outro.

Teorema do Angulo Raso.

Sejam A, V' e B trés pontos tais que AxV x B. Se P estd fora da reta AB, entdo
m(AV P) + m(PV B) = 180. Reciprocamente, se A e B sdo pontos que estdo
em lados opostos da reta V P e m(A\A/P) + m(PXA/B) = 180, entdo A+ V x B.

Teorema de Pasch. Se uma reta corta o interior de um lado de um tridngulo,
entdo ela terd que cortar um dos outros dois lados.

Teorema da semi-reta do interior de um angulo. Se o ponto P estd no interior
do angulo BAC, entdo a semi-reta S sp corta o segmento BC.

Teorema dos Angulos Opostos pelo Vértice. Angulos opostos pelo vértice tém
a mesma medida.
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7.2 Lista de Exercicios n. 7

A nao ser que esteja explicito em contrario no enunciado do exercicio, consideram-
se em vigor todos os oito axiomas (3 de incidéncia, 2 de paralelismo, da régua,
e separacao do plano e do transferidor).

7.1. Como é a medida de dngulo no modelo cartesiano? E no modelo do taxista?
7.2. Tem sentido o conceito de dngulo no modelo bizarro?

7.3. Tem sentido o conceito de medida de dngulo no modelo bizarro?

7.4. Como é a medida de dngulo no modelo de Moulton?

7.5. Defina dngulos agudo, reto e obtuso.

7.6. Defina retas perpendiculares.

7.7. Prove o Teorema A.

7.8. Represente a perpendicular a reta de Moulton y = —x pela origem, e pelos pontos
(17 _1) e (_17 1)

7.9. Por um ponto fora de uma reta dada existe uma reta perpendicular a reta dada? E
tnica?
7.10. Construa um tridngulo com dois dngulos retos.

7.11. Defina distdncia de um ponto a uma reta.

7.12. Considere a reta de Moulton r dada pory = z, se x < 0 ey = x/2 se x > 0.
Delimite numa figura

(a) a regido dos pontos em que ndo existe perpendicular a r e (b) a regido dos
pontos em que existem duas perpendiculares a 7.

7.13. Qual é a distdncia do ponto P = (—1/3,2/3) a reta r do exercicio 12? (Observe
que ndo existe perpendicular a r por P.)

7.14. Considere a reta de Moulton r do exercicio 12 e o ponto QQ = (1,—1). Qual é a
distancia de () a r? (Observe que existem duas perpendiculares a v por Q).)

7.15. No modelo cartesiano, a distdncia de um ponto P a uma reta r é o comprimento
do segmento perpendicular baixado de P a r. Prove.

7.16. No modelo de Moulton, considere a reta r do exercicio 12 e a reta s paralela a r
pelo ponto A = (0, 1). As retas paralelas r e s sdo eqgiiidistantes?
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7.17. As retas de Moulton r de equagcdo y = —x e s de equacdo y = —x — 1 sdo retas
paralelas de declividade negativa. Sdo egqiiidistantes? [Cuidado! Ndo se iluda
com a figura.]

7.18. Como vocé definiria paralelogramo? Num paralelogramo, os lados opostos sdo
iguais? E os angulos opostos?

7.19. No modelo de Moulton, considere os pontos O = (0,0), A = (1,1), B = (0,—-1)
e C = (=1,—1). O que representa a figura OABC'? Que relagdo hd entre os
comprimentos dos seus lados?

~

7.20. Para os tridngulos ABC e EFG tem-se AB = EF, AC = EGe A = E.
Podemos afirmar que BC = FG?
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7.3 Solucoes da Lista de Exercicios n. 7

7.8.

7.9.

7.10.

7.12.

Represente a perpendicular a reta de Moulton y = —x pela origem, e pelos pontos
(I,=1) e (—1,1).

Resposta:
Aretaéy=zsex <0ey=(1/2)xrsex > 0.

Y
Y= 3z
T
y=w y=—x

Figura 7.22: Exercicio 7.8.

Por um ponto fora de uma reta dada existe uma reta perpendicular a reta dada? E
tinica?

Resposta:

Os axiomas atuais ndo garantem que existe e, quando existe, pode ndo ser tnica.
Contra-exemplos no modelo de Moulton: veja o Roteiro Roteiro 6, item 19. Veja
também o exercicio 12.

Construa um tridngulo com dois dngulos retos.

Resposta:
Veja o triangulo QO P do exercicio 7.14.

Considere a reta de Moulton r dada pory = x, sex < 0ey = x/2 se x > 0.
Delimite numa figura

(a) a regido dos pontos em que ndo existe perpendicular a v e (b) a regido dos
pontos em que existem duas perpendiculares a r.

Resposta:

Na figura abaixo, ndo existe perpendicular a r pelos pontos que estdo na regiao
destacada no segundo quadrante. No quarto quadrante, na regido destacada, estdo
os pontos pelos quais passam duas perpendiculares a r. Argumente.

{Fig:07:L07:08}
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y=—z

Figura 7.23: Exercicio 7.12.

7.13. Qual é a distdncia do ponto P = (—1/3,2/3) a reta r do exercicio 12? (Observe

que ndo existe perpendicular a v por P.)

Resposta:
Seja A um ponto da reta r, no primeiro quadrante, e seja B um ponto de r no
terceiro quadrante. O ponto P estd nareta y = —2z, que é perpendicular cartesid-

namente a reta O A (ndo € perpendicular segundo Moulton).

y=—2x

p A y=3z

R
r

Figura 7.24: Exercicio 7.13.

Quando @ estd em r, no primeiro quadrante, P() é obliqua a reta . Portanto,
PO < PQ, para todo () na semi-reta O A.

Quando R estd em r, no quarto quadrante, PR corta a reta cartesiana O A no ponto
M. Como PM é€ obliqua a reta cartesiana O A, temos

PO < PM < PR,paratodo R na semi-reta OB5.

Logo, PO é o menor dos segmentos que ligam P a um ponto de r. Consequen-
temente, a distdncia de P a r é o comprimento do segmento PO. Por definicéo,
temos d(P,r) = minimo {PX; X € r}.] Temos
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{Fig:07:L07
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d(P,r) = PO = <1>2+ (2>2 = \f

7.14. Considere a reta de Moulton r do exercicio 12 e o ponto Q@ = (1,—1). Qual é a

7.16.

distdncia de Q) a r? (Observe que existem duas perpendiculares a v por ().)

Resposta:

Pelo ponto () passam duas perpendiculares a r segundo Moulton: QO e QP. A
primeira, QO, € cartesianamente perpendicular a OY’, enquanto que () P ¢ cartesi-
anamente perpendicular a O X. Qualquer que seja X de r, no primeiro quadrante,
tem-se QP < (QX. Da mesma maneira, qualquer que seja Y em 7, no terceiro
quadrante, QO < QY. Portanto, a distancia de () ar é a menor das distincias entre

QROeQP.

Q

Figura 7.25: Exercicio 7.14.

Temos QO = /2. Agora, para calcular Q P, observamos que a equagio da reta

QP édadapory +1 = —2(x — 1). O ponto P ¢ a intersegdo desta reta com a
reta y = x/2. Obtém-se P = (2, 1). Agora calcule a distancia cartesiana de QP e

compare com QO, para escolher a menor delas.

No modelo de Moulton, considere a reta r do exercicio 12 e a reta s paralela a r
pelo ponto A = (0, 1). As retas paralelas r e s sdo eqiiidistantes?

Resposta:
Nao sdo eqiiidistantes. Basta exibir dois pontos de s cujas distincias a r sdo dife-
rentes, por exemplo, os pontos A e B da figura abaixo. Facga as contas.

{Fig:07:L07:14}
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{Fig:07:L07

Figura 7.26: Exercicio 7.16.

7.17. As retas de Moulton r de equagcdo y = —x e s de equacdo y = —x — 1 sdo retas
paralelas de declividade negativa. Sdo eqiiidistantes? [Cuidado! Ndo se iluda
com a figura.]

Resposta:

Niéo sdo eqiiidistantes. Na figura abaixo, os pontos A = (—1, —1)e B = (—1,—2)
estdo na reta s e ndo sdo eqiiidistantes da reta r. A distincia de A a r é o compri-
mento do segmento AQO. Na figura estdo também representados alguns segmentos
de Moulton ligando B a pontos de . O leitor nao terd dificuldade para concluir que
os comprimentos de Moulton dos segmentos que ligam B a pontos de r sdo todos
maiores que AO. Conclui-se que os pontos A e B ndo sio eqiiidistantes de r.

{Fig:07:L07:17}
Y

Figura 7.27: Exercicio 7.17.

7.18. Como vocé definiria paralelogramo? Num paralelogramo, os lados opostos sdo
iguais? E os dngulos opostos?
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Resposta:

Observe o paralelogramo ABC'D da figura abaixo, no modelo de Moulton. Como

se pode perceber, o lado AD é diferente de BC' e o dngulo A € diferente do Angulo
B.

{Fig:07:107:18}

A B

Figura 7.28: Exercicio 7.18.

7.19. No modelo de Moulton, considere os pontos O = (0,0), A = (1,3), B = (0,—1)

e C = (=1,—1). O que representa a figura OABC? Que relagdo hd entre os
comprimentos dos seus lados?

Resposta:

O ponto O esté na reta de Moulton AC (a declividadede COéleade OA¢ % Os
pontos A, B e C' ndo sdo colineares. Logo, a figura € um tridngulo de vértices A,
B e C. No modelo cartesiano, a figura € um paralelogramo. Portanto, OA = BC
e CO = BA. Disto resulta que, no modelo de Moulton, o lado AB do tridngulo
ABC é igual 4 soma dos outros dois lados CB e BA.

{Fig:07:L07:19}
Y

=

C

Figura 7.29: Exercicio 7.19.

~

7.20. Para os tridngulos ABC e EFG tem-se AB = EF, AC = EGe A = E.
Podemos afirmar que BC = FG?

Resposta:
Nao. Veja a figura abaixo, no modelo de Moulton.



154ROTEIRO 7. CON, SEQUEN CIAS DOS AXIOMAS DE SEPARACAO DO PLANO E DO TR/
{Fig:07:L07

I3 G

Figura 7.30: Exercicio 7.20.



Roteiro 8

Congruéncia de triangulos

Contetido: Congruéncia de tridngulos. Axioma de congruéncia de triangulos. Ca-
sos de congruéncia de tridngulos. Teorema dos angulos correspondentes. Exis-
téncia e unicidade de perpendicular a uma reta dada por um ponto fora da reta.
Revisdo dos axiomas de existéncia e de unicidade de paralela (P, e P). Modelo
de Klein.

Item 8.1. Congruéncia de triangulos em Euclides. "Os Elementos", de Euclides,
foi escrito hd cerca de 2300 anos atrds. O livro comeg¢a enunciando a definicao
de alguns objetos geométricos, em seguida enuncia os cinco postulados e cinco
"nocdes comuns"(postulados que se aplicam a objetos mais gerais). Em seguida,
Euclides passa para as proposi¢des, acompanhadas das suas demonstragdes. Nos
13 Livros que constituem "Os Elementos"sao provadas 468 proposigoes.

A Proposicao 4 do Livro 1 é o que denominamos hoje de "primeiro caso de con-
gruéncia de tridngulos". A hipdtese desta proposigdo € a seguinte: AABC e
AFEFG sao dois tridngulos, AB = EF, A= FE, AC = EG. Atese é: ANABC é
congruente a AFFG.

B Cc F G

Figura 8.1: Congruéncia de Triangulos Euclidianos.

Euclides usa a seguinte estratégia para a demonstragdo (veja Os Elementos Eucli-
des. Sdo Paulo: Editora Unesp (2009) e Heath, Thomas L. (1956). The Thirteen
Books of Eudid’s Elements. New York: Dover.). Desloca-se 0 AABC sobre o
AFEFG de modo que o ponto A coincida com o ponto £ e a semi-reta AB com

155

{roteiro:8}

{item:8:1}

{Fig:08:01}



{item:8:2}

{Fig:08:02:1}

156 ROTEIRO 8. CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

a semi-reta £ F'. Como o angulo A¢ igual ao angulo E, a semi-reta AC' coincide
com a semi-reta £G. Como AB = EF e AC = EG, o ponto B coincide com
Fe o ponto C' com GG. Logo BC = FG e os angulos B e C sdo iguais a F' e G,
respectivamente. Com isto, fita provado que os dois tridngulos sdo congruentes,
porque tém os trés lados e os trés angulos respectivamente congruentes.

Acontece que esta demonstragdo padece de um defeito: o conceito de movimento
ndo € introduzido antes por Euclides e também ndo had nada que garanta que ao
movimentar-se, o triangulo ndo se deforma. Na verdade, o que se verificou € que é
impossivel provar esta proposi¢ao s6é com os axiomas de Euclides. Nesta unidade,
estudaremos congruéncia de tridangulos, mostrando que a solu¢do encontrada para
sanar o defeito apontado foi adotar este caso de congruéncia como axioma.

Item 8.2. Examinando triangulos no modelo de Moulton. No modelo de Moulton,
na figura abaixo, vocé estd vendo dois tridngulos congruentes? [A figura que
parece um quadrado é um quadrado mesmo!]

Figura 8.2: Tridngulos de Moulton ndo Congruentes.

Vejamos. Ambos sdo tridngulos retangulos cujos catetos medem 1 e hipotenusa
V2. Os trés lados de um séo iguais aos trés lados do outro. Isto basta para concluir
que os tridngulos sdo congruentes? Nao? Entdo calculemos os seus angulos. Sdo
evidentes os dngulos de 90°¢ os dois de 45°, que t€ém vértice em (1, 1), um em cada
tridngulo. Mas os angulos que t€m vértice em (0,0) tém medidas de Moulton
diferentes. A medida de Moulton do angulo a é a medida cartesiana do angulo
o/, sendo tg o/ = 2 (o = 63, 4°, aproximadamente), enquanto que a medida de
Moulton de 3 € 90°—a = 26, 6°,aproximadamente. Veja a figura abaixo. Vocé
diria que os dois tridngulos sdo iguais? Nao, voce exigiria que os seis elementos
fundamentais (3 lados e 3 angulos) dos tridangulos fossem iguais.
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declividade 1

declividade 2

Figura 8.3: Medida de Angulo no Modelo de Moulton.

Item 8.3. Examinando tridngulos na geometria euclidiana. Vocé acabou

de ver, no modelo de Moulton, dois triangulos que tém 5 elementos fundamen-
tais (3 lados e dois angulos) de um iguais a 5 elementos fundamentais do outro,
mas os tridngulos ndo sdo congruentes. Vocé acha que isto pode acontecer no
modelo cartesiano, dois tridngulos tendo 5 elementos fundamentais de um iguais
a 5 elementos fundamentais outro, mas os tridngulos sendo diferentes? E com 4
elementos fundamentais iguais? E com 3?

Com 3 ¢ fécil: considere dois tridngulos eqiiildteros, um de lado 1 e o outro de
lado 2. Os trés angulos de um sdo iguais aos trés angulos do outro (60°), mas os
dois tridngulos nao sao iguais.

Com 4? Dois exemplos. Observe na figura abaixo, a esquerda (na figura do centro
os tridngulos estdo separados): os dois tridngulos t€m os trés angulos respectiva-
mente iguais (A = E = 90° os outros 45°) e um lado comum (BC' = EF),
mas os triangulos ndo sdo iguais. Com certeza vocé ja ouviu falar em casos de
congruéncia de tridngulos, em que basta a igualdade de 3 elementos para garantir
a congruéncia dos tridngulos. O que estd acontecendo aqui?

Para que um caso de congruéncia de triangulos funcione € preciso respeitar a posi-
¢o relativa dos elementos que sdo iguais. E preciso que haja uma correspondén-
cia entre os vértices dos tridngulos de modo que lados e angulos correspondentes
sejam iguais. Para os tridngulos AABC e AEFG da figura abaixo, deve-se ter
A < E, porque A = F = 90° (aseta < indica correspondente). Se escolher-
mos a correspondéncia B <+ F'e C < G, teremos AB <+ EFF e AC < EG,e
deverfamos ter AB = EF', o que ndo acontece. A outra possibilidade (B <> G e
C > F) também ndo dd. Em suma, ndo existe correspondéncia entre os vértices
dos dois tridngulos de modo que elementos correspondentes sejam iguais. Veja o
outro exemplo da figura abaixo, a direita.

{item:8:3}
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FE B

Figura 8.4: Elementos Independentes de Triangulos Cartesianos.

E com 5 elementos? Existe! Se vocé ndo conseguir um exemplo, olhe para o
triangulo de lados 8, 12 e 18 e o outro tridngulo de lados 12, 18 ¢ 27. Como os
seus lados sdo proporcionais, os trés angulos de um sao iguais aos trés angulos do
outro.

Item 8.4. Defini¢do de congruéncia de tridngulos. Os exemplos anteriores

mostram que se podem ter até cinco elementos fundamentais de um triangulo
iguais a cinco elementos fundamentais de outro sem que os dois tridngulos sejam
congruentes. Portanto, a defini¢do de congruéncia de tridngulos deve demandar
a igualdade dos seus seis elementos fundamentais. A defini¢do enfatiza também
a posic¢do relativa dos seus elementos fundamentais, introduzindo os conceitos de
lados e angulos correspondentes.

Definicao 8.1. Dois tridngulos NABC e NA' B'C’ sdo congruentes se existe uma
correspondéncia entre os vértices do primeiro e os vértices do segundo de modo
que os dngulos correspondentes e os lados correspondentes sdo iguais. [Se a
correspondéncia entre os vértices for A <> A, B <+ B', C « (', o lado cor-

respondente a AB é o lado A’ B’ e o correspondente ao dngulo Aéo dngulo Al Ji
Notacdo: NABC = NA'B'C".

Item 8.5. Com os axiomas atuais é possivel provar a afirmacdo: Se AB = A'B’
, AC = A'C" e Angulo A = angulo A’, entdio AABC = ANA'B'C'? [Este € o
chamado 1°caso de congruéncia de tridngulos.]

Nao. Para contra exemplo, veja a figura abaixo, no modelo de Moulton. S@o dois
triangulos retangulos com catetos respectivamente iguais; porém as hipotenusas
sdo diferentes.

{Fig:08:03}
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Figura 8.5: Congruéncia de Triangulos no Modelo de Moulton.

Por que a prova dada por Euclides, descrita no item 1, falha aqui? A demonstrag¢ao
de Euclides usa o deslocamento de um triangulo sobre o outro, admitindo implici-
tamente que o triangulo nao se deforma durante o deslocamento, de modo que os
correspondentes elementos dos tridngulos coincidem. Mas isto € falso no modelo
de Moulton. Imagine, na figura acima, o tridngulo da direita sendo transladado
para a esquerda. Logo que o cateto horizontal cruza o eixo Oy, a hipotenusa
do tridngulo passa a ter comprimento diferente de quando o tridngulo estava na
posicao inicial.

Ja que € impossivel provar o 1°caso de congruéncia de triangulos, se quisermos
que isto acontega temos que adotar um axioma que permita prova-lo. A experién-
cia sugere adotar ele préprio como axioma.

Item 8.6.

Axioma 10. Axioma de congruéncia de tridngulos. Se AB = A'B', AC =
A'C’'e A = A, entdo tridngulo ABC' é congruente ao tridngulo A’ B'C".

Item 8.7. O modelo de Moulton satisfaz o axioma de congruéncia de tridngu-
los?

N3ao. Contra-exemplo dado no item 5.

Item 8.8. O modelo do taxista satisfaz o axioma de congruéncia de tridngulos?

N3ao. Na figura abaixo estd um contra-exemplo. No modelo do taxista, angulos
sdo medidos como no modelo cartesiano. Os tridngulos AAOB e APOQ tém
um angulo reto, dois angulos de 45°¢ os catetos iguais a 1. Porém as hipotenusas
sdo diferentes: AB =2e QP = 1.

{item:8:

{axioma:

{item:8:

{item:8:
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y A=(1,0) AB =2
B B =(0,1) OA=1
0 P Q=(-33)  AOB=90
— 0 = (0,0) QP =1
oP=1
A x o=1
O 1 _
POQ =90

Figura 8.6: Contra-exemplo de Congruéncia de Triangulos no Modelo do Taxista.

Item 8.9. O modelo cartesiano satisfaz 0 axioma de congruéncia de tridngulos?
Sim
Item 8.10. O que é um caso de congruéncia de tridngulos?

E uma afirmagao verdadeira (axioma ou teorema) em que na hipdtese aparece a
igualdade entre trés elementos (lados ou angulos) de um triangulo e trés elementos
de outro tridngulo e cuja tese €: os dois tridngulos sdo congruentes.

Item 8.11. Para que servem os casos de congruéncia de triangulos?

Para reduzir a metade o trabalho de provar que dois tridngulos sdo congruen-
tes.

Item 8.12. Sao 6 combinacdes possiveis de igualdades entre os 3 lados (L) e os
trés angulos (A): LAL, LLL, ALA, LAA, ALL e AAA. Nesta notacdo, a ordem
das letras indica a posicao relativa dos lados e angulos que sdo dados como iguais.
Quais delas sdo casos de congruéncia de triangulos?

As quatro primeiras sdo casos de congruéncia; as duas ultimas ndo sdo. A segunda
figura abaixo é contra-exemplo para AAA. A primeira é contra-exemplo para
ALL. Os tridngulos sdao ABC e ABC". O ponto B € o centro da circunferéncia;
C e (' estdo na circunferéncia. Temos A = A, AB = AB e BC = BC’, mas os
triangulos ndo sdo congruentes.

{Fig:08:08}
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AC b2

Figura 8.7: Casos de Congruéncia, Contra-exemplos: ALL (esquerda) e AAA
(direita).

Item 8.13. O caso LAL fof adotado como axioma. Os casos LLL, ALAe LAA
sdo teoremas que podem ser provados a partir dos axiomas anteriores?

Sim; mas aqui estd uma coisa importante para a seqiiéncia do nosso curso: nas
demonstracoes dos casos de congruéncia de triangulos nao se usam os axio-
mas de paralelismo. Deixamos a demonstragcdo dos casos de congruéncia para a
unidade seguinte.

Item 8.14. Um teorema importante que nao depende dos axiomas de paralelismo.

Teorema 8.1. Teorema dos dngulos correspondentes. Se duas retas sdo cortadas
por outra reta fazendo angulos correspondentes iguais, entdo elas sdao paralelas.

Como veremos, a demonstracio deste lema nao usa os axiomas de parale-

lismo. Ela serd dada na préxima unidade. Os angulos assinalados na figura sao
denominados angulos correspondentes.

Figura 8.8: Teorema dos Angulos Correspondentes.

Item 8.15. Conseqiiéncias do axioma de congruéncia de triangulos para a
existéncia e a unicidade de perpendicular a uma reta dada por um ponto fora da

{item:8:13}

{item:8:14}

{Fig:08:14}

{item:8:15}
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reta. O axioma de congruéncia de triangulos é o que estava faltando para

garantir a existéncia e a unicidade de perpendicular a uma reta dada por um ponto
fora da reta. Como vimos no Roteiro 6, no modelo de Moulton, a existéncia e a
unicidade de perpendicular a uma reta dada por um ponto fora da reta ndo estdo
garantidas. O modelo de Moulton s6 ndo satisfaz o axioma de congruéncia de
triangulos.

Teorema 8.2. Teorema da perpendicular por um ponto fora de uma reta. Por
um ponto P fora de uma reta r, existe uma e somente uma perpendicular a reta.

Figura 8.9: Teorema da Perpendicular por Ponto Fora da Reta.

Demonstracdo da existéncia. As trés figuras acima ilustram as construcdes feitas
para chegar a uma reta P() perpendicular a . Come¢amos com uma reta r € um
ponto P fora de r. Por P tragcamos uma reta que corta  num ponto V. Se PV for
perpendicular a r, ja temos a perpendicular. Se ndo é, tracamos a semi-reta Sy
de modo que faga com r um angulo igual a que Sy faz com r. Aqui estamos
usando a propriedade (ii) da defini¢do de medida de angulo. Além disto, o ponto
@ pode ser tomado de modo que VP = V(). Os dois tridngulos da tltima figura
sdo congruentes (caso LAL). Logo, os dois angulos com vértice na intersecio de
r com P() sdo iguais e, como a soma deles é 180°, cada um mede 90°. Portanto,
PQ) é perpendicular a r.

Demonstra¢do da unicidade. Por absurdo, suponhamos que existam duas per-
pendiculares por P a r, como mostra a figura abaixo, a esquerda. Esta situagcdo
contraria o teorema dos angulos correspondentes. Portanto, ndo podem existir
duas perpendiculares a r por P.
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Figura 8.10: Duas Perpendiculares por P, absurdo.

Item 8.16. Revisdo do axioma de existéncia de paralela a uma reta dada por um
ponto fora da reta (P;). Como construir uma paralela a uma reta  dada, por um
ponto P fora da reta?

r r
|
Figura 8.11: Existéncia de Paralela por um Ponto.

A figura ilustra os dois passos da demonstragio.

(1) Existe uma reta t perpendicular a r por P (teorema da perpendicular por um
ponto fora da reta).

(2) Existe uma reta s perpendicular a t por P (existéncia de perpendicular a urna
reta por um ponto da reta; Roteiro 6).

Pelo teorema dos angulos correspondentes, s € paralela a r. Com isto, provamos o
seguinte teorema:

Teorema 8.3. Teorema da existéncia de paralela. Por um ponto fora de uma reta
passa pelo menos uma paralela a reta.

Item 8.17. O axioma de existéncia de paralela a uma reta dada por um ponto fora
da reta (Py) torna-se um teorema. O teorema acima nio é exatamente o axioma
de existéncia de paralela (PI) enunciado no Roteiro 2?

{item:8:16}

{Fig:08:16}

{item:8:17}
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Sim. Entdo acabamos de provar um axioma? Exatamente. O novo axioma tem
forca suficiente para provar o axioma P;. Temos duas alternativas para corrigir
este defeito: (1°) escolher um novo axioma para substituir o axioma de congruén-
cia de tridngulos, que tenha forca para prova-lo, mas que nao tenha forca para
provar o axioma P;; (2°) manter o axioma de congruéncia e retirar P;; da lista,
ja que este pode ser-provado. A experiéncia sugere adotar esta ultima alterna-
tiva.

Item 8.18. Que consegqiiéncia tem o axioma de congruéncia de tridngulos para
a unicidade de paralela? Resposta: nenhuma. O axioma P, continua sendo um
axioma.

Examinemos a demonstra¢do do teorema da existéncia de paralela, dada no item
16. Os mesmos teoremas aplicados 14 garantem também a unicidade da reta ¢ e,
depois, da reta s. Logo, a paralela a r por P ¢ unica, certo? Errado! O que é
que estd errado? O raciocinio parece tdo claro! Tente achar a falha, mas ndo gaste
mais de 10 minutos com isto, pois ela € sutil. Veja a resposta mais na frente (item
19).

Item 8.19. Ao contrario do que aconteceu com a existéncia de paralela, a
unicidade de paralela ndo pode ser provada. Como se prova que € impossivel
provar a unicidade de paralela?

Resposta: exibindo um modelo que satisfaz todos os axiomas, exceto o da uni-

cidade de paralela. Um modelo para isto € introduzido a seguir (modelo de
Klein).

Item 8.20. Um novo modelo: Modelo de Klein.

No modelo cartesiano, tomemos a circunferéncia de centro na origem e raio 1. Um
ponto do modelo de Klein é um ponto cartesiano do interior da circunferéncia.
Uma reta é uma corda da circunferéncia, sem os extremos. Em particular, os
didmetros sem os extremos sio retas deste modelo.

Figura 8.12: Retas no Modelo de Klein.
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E facil ver que os axiomas de incidéncia sdo satisfeitos. Como mostra a figura
acima, o axioma de unicidade de paralela ndo esté satisfeito. Pelo ponto P fora
da reta r passam duas retas paralelas ar: set. Areta s € paralela a r porque r e s
ndo tém ponto em comum. Vé-se também facilmente que o axioma de separacao
do plano est4 satisfeito.

O restante (axioma da régua, medida de angulo e o axioma de congruéncia de
triangulos) € mais dificil.

Introduziremos agora distancia e deixaremos medida de dngulo e congruéncia de
tridngulos para depois.

A fun¢do y = z/(a — x) é uma bije¢do do intervalo (0, a) no intervalo (0, c0).
Como a fungdo logaritmica é uma bije¢do de (0, 00) em (—o0, 00), a composta

das duas:
1 T
=1
ro) =g (55

¢ uma bije¢do de (0, a) em (—o0, 00). Observemos que 0 < z; < x3 < a, implica

f(z1) < f(w2).

Y Y Y

(1)

€T
r—a

grafico de y =

graficode y =Inz

gréﬁcodey:%ln( z )

Figura 8.13: Funcdes de Coordenadas no Modelo de Klein.

Consideremos, agora, uma reta » no modelo de Klein, ou seja, uma corda P(Q)
da circunferéncia, sem os extremos. O comprimento cartesiano desta corda serd
indicado por P(). Definimos um sistema de coordenadas f, : » — R para r assim

1 XP 1 XP
#00= 3 (55 x5) =3 (v0)

para cada ponto X de r. Esta formula deve ser comparada com a férmula f(z) =
% In (af—x), dada acima, sendo a = P(Q) e x = X P, para se concluir que ela é uma

{Fig:08:20:2}
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bijecdo entre a corda P(), sem os extremos, ¢ R.

P
o)
Sistema de coordenadas no modelo
de Klein
Q
? fr(X) = 3l (PQ{XP))
— 1 (xPe
fr(X) 2\ Xe
- R

Figura 8.14: Sistema de Coordenadas no Modelo de Klein.

O ponto médio M do segmento cartesiano P() é levado por f, no ndimero 0, pois
MP/M@ = 1elnl = 0. Observemos que a troca de posi¢do entre os pontos

P e () acarreta uma troca de sinal de f,.(X), ja que In (%) = In %) =

xa
Inl—1In ﬁ) =—1In (ﬁ . O fator % ¢ introduzido na férmula para se ajustar

XQ XQ
com a medida de angulo que serd definida depois, de modo que o axioma de
congruéncia de tridngulos seja satisfeito.

Agora definimos a distincia de Klein, dx (A, B), entre dois pontos A e B de r por

di(A, B) = |£.(A) — f,(B)| = = |In (%) T (g_g) ‘ _

ou

Figura 8.15: Modelo de Klein.

{Fig:08:20:
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A troca de posi¢ao entre P e () nesta férmula s6 acarreta uma mudanga de sinal
na expressao entre as barras dos médulos e, portanto, ndo altera o seu valor. Com
a distancia assim definida, a reta de Klein r € ilimitada. Basta observar que, fi-
xado o ponto A e fazendo B tender para P, teremos B() tendendo para P(), BP

tendendo para zero, e a fracao ﬁgjgg tendendo para infinito. Logo, In (22??,) e,

conseqiientemente, dx (A, B), tenderd para infinito. Como dissemos antes, deixa-
remos a medida de angulo e o axioma de congruéncia de tridngulos para depois.

Item 8.21.

A. A medida de segmento e a medida de dngulo foram introduzidas sem nenhuma
relacdo entre si. O axioma de congruéncia de tridngulos € que relaciona as
duas medidas. Como se dé esta relacao? Fixados os comprimentos de dois
lados de um tridngulo, o angulo por eles formado determina o comprimento
do terceiro lado. De fato, isto acontece nos modelos que satisfazem o axioma
de congruéncia, como no modelo cartesiano; mas nao acontece no modelo de
Moulton (no qual nio vale o axioma de congruéncia de triangulos) em que o
comprimento do terceiro lado depende também da posicao do tridngulo (veja
os triangulos da figura do item 5).

B. O axioma de congruéncia de triangulos € independente dos demais axiomas.
Contra-exemplos sdo encontrados tanto no modelo de Moulton quanto no mo-
delo do taxista.

C. O axioma P, da existéncia de paralela, é retirado da lista de axiomas, ja
que ele pode ser provado a partir dos outros axiomas.

D. O axioma P,, da unicidade de paralela, ¢ independente dos demais axiomas.
O modelo de Klein € utilizado para provar este fato: ele satisfaz todos os
axiomas, exceto .

E. Neste roteiro, definimos distancia de Klein entre dois pontos. A medida de
angulo (que serd introduzida mais tarde neste curso) € feita de modo que se
ajuste a medida de comprimento para que o axioma de congruéncia de tri-
angulos seja satisfeito. A medida de angulo serd feita medindo outro dngulo
cartesiano e, para isto precisamos de certos fatos da geometria euclidiana de
que ainda nao dispomos. Por esta razdo € que adiamos a sua introdugao.

F. Aqui estd a explicacdao do fato de que a argumentacdo dada no item 16, de
uma pretensa demonstracdo da unicidade de paralela, é falha. O que aquela
argumentacgdo prova € que o processo de construcao 14 utilizado, sempre que
repetido, leva de fato & mesma paralela pelo ponto dado. Mas nada impede
que outro tipo de construcdo de paralela leve a outra paralela. Por exemplo,

{item:8:21}



{Fig:08:21:1}

168 ROTEIRO 8. CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

a construgdo ilustrada na figura abaixo leva a reta PC' paralela a reta r pelo
ponto P. Como esta constru¢do € diferente da construcdo do item 16, ndo
estd garantido que a reta PC' coincide com a reta s daquela constru¢do. No
modelo de Klein, as duas constru¢des podem levar a diferentes retas paralelas.
Uma tentativa de demonstracdo seria por absurdo, mas nao adianta tentar - é
impossivel provar, ja que existe contra-exemplo no modelo de Klein.

P \ C P/ \ P/
" /)A "B\ a7 B<\ /A

Figura 8.16: Paralelas por um Ponto.

. Os modelos de Moulton e do taxista satisfazem todos os axioma da geometria

euclidiana, exceto o de congruéncia de tridngulos e, portanto sdo bons para
mostrar a falta que faz o axioma de congruéncia de tridngulos para provar
vdrios teoremas da geometria euclidiana. Exemplos de alguns teoremas que
nao valem no Modelo de Moulton:

(a) os casos de congruéncia de triangulos;

(b) existéncia e unicidade de perpendicular a uma reta dada por um ponto fora
da reta;

(c) qualquer triangulo tem que ter dois dngulos agudos e, portanto, s6 pode
ter um angulo reto;

(d) a soma dos angulos de qualquer tridngulo € igual a 180°[no modelo de
Moulton existem tridngulos com soma dos angulos igual a 180°, menor
que 180°e maior que 180°]. Isto chama a atencdo para o fato de que este
teorema ndo estd ligado apenas ao axioma de paralelismo de Euclides (uni-
cidade de paralela), mas depende também do axioma de congruéncia de
triangulos;

(e) qualquer lado de um tridngulo é menor que a soma dos outros dois;
(f) os lados opostos e os angulos opostos de um paralelogramo sdo iguais.

(g) o teorema de Desargues ("as trés retas que passam pelos vértices corres-
pondentes de dois tridngulos que t€ém lados paralelos se encontram num
Unico ponto, a ndo ser que sejam paralelas") também € falso, na ausén-
cia do axioma de congruéncia de tridngulos. Alids, a motivacdo para a
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construcdo do modelo de Moulton, em 1902, foi exatamente a de mostrar
que o axioma de congruéncia de tridngulos € indispensdvel para a prova
do teorema de Desargues, uma questio abordada por Hilbert no seu livro
"Fundamentos de Geometria", de 1899. Nas edi¢des posteriores, Hilbert
substituiu o seu exemplo pelo de Moulton.

{Fig:08:21:2}

Figura 8.17: Teorema de Desargues na Geometria Euclidana e no Modelo de
Moulton.

Intersecao de duas retas cartesianas:

ar+b =y a; —1 T\ _ by
et G IWER O

1 —b -1
(x,?;) - a _1’ ('—bg _1‘7

a9 -1

Intersecdo de duas retas de Moulton (z > 0), substituindo a; — a1 € as — as:

) = ([ Tl ) -

) = (2z,y)

a; by
as bo

1
2
1
2

a; b
az by
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8.1 Resumo

Objetos primitivos: ponto e reta.

Rela¢do primitiva: [ponto] pertence a [reta] ("relacdo de incidéncia").

Relacao definida: [ponto] esta entre [dois pontos] ("relagdo de ordem").

Objetos definidos:  retas que se interceptam; retas paralelas; circunferéncia;
interior e exterior de circunferéncia; segmento; triangulo; distancia entre dois
pontos; sistema de coordenadas para cada reta; reta separa plano; semi-plano;
interior e exterior de triangulo, semi-reta, angulo, interior de dngulo, medida de
angulo, perpendiculares, distancia de ponto a reta, retas eqiiidistantes.

Modelos aniquilados com a introdu¢@o do axioma de congruéncia de triangulos:
modelos finitos, modelo bizarro, modelo do taxista, modelo de Moulton.

Modelo persistente: modelo cartesiano.

Axiomas atuais: 3 de incidéncia, unicidade de paralela, axioma da régua, axioma
de separacdo do plano, axioma de medida de angulo, axioma de congruéncia de
triangulos.

Definicao. Dois tridngulos sdo congruentes se os trés lados e os trés angulos de
um so iguais aos trés lados e aos trés angulos do outro.

Axioma de congruéncia de tridngulos. Sejam ABC e A’'B'C" dois triangulos.
Se AB = A'B, AC = AC" e A= A',entdo BC = B'C",B=B,C=C"eo
tridngulo ABC' é congruente ao tridngulo A’ B'C".

Teorema dos angulos correspondentes. Se duas retas sdo cortadas por outra reta
fazendo angulos correspondentes iguais, entdo elas sdo paralelas.

Teorema dos angulos alternos-internos. Se um par de angulos alternos-internos
formados por uma transversal com duas retas r € s sdo iguais, entdo r € s sdo
paralelas.

Teorema Teorema da perpendicular por um ponto fora de uma reta. Por um
ponto P fora de uma reta r, existe uma e somente uma perpendicular a reta.

Teorema Teorema da existéncia de paralela. Por um ponto fora de uma reta
passa pelo menos uma paralela a reta.
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8.2

Lista de Exercicios n. 8

A nao ser que esteja explicito em contrario no enunciado do exercicio, consideram-
se em vigor todos os sete axiomas.

8.1.

8.2

8.3.

84.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

Prove que o axioma de congruéncia de tridngulos é de fato um axioma, ou seja, é
independente dos demais.

Duas retas sdo cortadas por uma reta (que se costuma denominar de transversal).
Mostre numa figura os dngulos correspondentes, os dngulos alternos-internos, os
dngulos alternos-externos, os dngulos colaterais internos, os dngulos colaterais
externos.

Teorema 8.4. Teorema dos angulos alternos-internos. Se os dngulos alternos-
internos formados por uma transversal com duas retas r e s sdo iguais, entdo r e
s sdo paralelas. Prove-o.

O axioma de congruéncia de tridngulos é indispensdvel para a demonstragdo do
Teorema dos dangulos alternos-internos?

Seja P um ponto fora de uma reta r. Existe perpendicular a v por P? E iinica?
Qual é o papel do axioma de congruéncia de tridngulos nestas questoes?

O axioma Py, da existéncia de paralela, é independente dos demais?
O axioma P, da unicidade de paralela, é independente dos demais?
No momento, qual é a utilidade do modelo de Klein?
A relagdo de congruéncia de tridngulos é transitiva?

AAA e ALL, sdo casos de congruéncia de tridngulos?
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8.3 Solucoes da Lista de Exercicios n. 8

8.1.

8.2.

8.3.

Prove que o axioma de congruéncia de tridngulos é de fato um axioma, ou seja, é
independente dos demais.

Resposta:
Tome contra-exemplo no modelo de Moulton ou do taxista, como mostra o Roteiro
8, itens Item 8.5 e Item 8.8.

Duas retas sdo cortadas por uma reta (que se costuma denominar de transversal).
Mostre numa figura os dngulos correspondentes, os dngulos alternos-internos, os
dngulos alternos-externos, os dngulos colaterais internos, os dngulos colaterais
externos.

Resposta:
Correspondentes: a, f; e, k; b, g; ¢, h.

Alternos-internos: e, g; ¢, f.
Alternos-externos: a, h; b, k.
Colaterais-internos: ¢, g; e, f.

Colaterais-externos: a, k; b, h.

glf
hlk

Figura 8.18: Nomenclatura de dngulos.

Teorema 8.5. Teorema dos dngulos alternos-internos. Se os dngulos alternos-
internos formados por uma transversal com duas retas r e s sdo iguais, entdo r e
s sdo paralelas. Prove-o.

Resposta:
A demonstracdo € feita por absurdo e faz uso do Axioma de congruéncia de trian-
gulos. Veja o Roteiro 8.
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84.

8.5.

8.6.

8.7.

O axioma de congruéncia de tridngulos é indispensdvel para a demonstracdo do
Teorema dos dngulos alternos-internos?

Resposta:

Sim. Basta construir um contra-exemplo em que estdo presentes todos os axio-
mas, exceto o de congruéncia de tridngulos, no qual ndo vale o lema dos angulos
alternos-internos. No modelo de Moulton, tome duas perpendiculares a uma reta
quebrada que ndo sdo paralelas. As retas MN e PN fazem com a reta r angulos
alternos-internos iguais (retos), mas nao sio paralelas (figura abaixo). O modelo
de Moulton satisfaz todos os axiomas, exceto o de congruéncia de tridngulos. Se o
Teorema dos angulos alternos-internos dependesse apenas dos outros axiomas, ele
seria vélido no modelo de Moulton.

Y

|
Sy

W=

N

Figura 8.19: Ponto, /V, com duas perpendiculares.

Seja P um ponto fora de uma reta r. Existe perpendicular a v por P? E iinica?
Qual ¢é o papel do axioma de congruéncia de tridngulos nestas questoes?

Resposta:

Na presenca do axioma de congruéncia de tridngulos, vale a existéncia e a unici-
dade. Veja o item item 15 Roteiro 8. Sem esse axioma, ndo vale a existéncia nem
a unicidade. Veja o item 19 Roteiro 6.

O axioma Py, da existéncia de paralela, é independente dos demais?

Resposta:
Nao. Veja a demonstragdo de P no item Item 8.14, do Roteiro 8. Sendo assim, P;
muda de status: passa a ser um teorema.

O axioma P, da unicidade de paralela, é independente dos demais?

Resposta:
Sim. Para provar que P> € independente dos demais axiomas, é preciso exibir um

{Fig:08:L08:04}
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modelo em que valem todos os axiomas, exceto P». O modelo de Klein tem essas
caracteristicas. Veja o item Item 8.20, do Roteiro 8, onde se encontra uma reta de
Klein e um ponto fora da reta pelo qual passam duas paralelas 4 reta.

8.8. No momento, qual é a utilidade do modelo de Klein?
Resposta:
No momento,. o modelo de Klein é utilizado apenas para mostrar que P» € inde-
pendente dos demais axiomas.

8.9. A relacdo de congruéncia de tridngulos é transitiva?
Resposta:
Sim.

8.10. AAA e ALL, sdo casos de congruéncia de tridngulos?

Resposta:
Veja o item Item 8.12, do Roteiro 8.



Roteiro 9

Geometria Neutro: a forca do
axioma de congruéncia de triangulo

Item 9.1. O que € geometria neutra?

E a geometria constituida de todos os teoremas que se pode provar utilizando os
axiomas de incidéncia, o axioma da régua, o axioma de separacdo do plano, o
axioma do transferidor e o axioma de congruéncia de tridngulos. Excetuam-se,
portanto, os axiomas de paralelismo.

Item 9.2. Por que € interessante estudar a geometria neutra?

Por duas razdes. A primeira € histérica. O enunciado do quinto postulado (um
enunciado diferente, mas equivalente ao de unicidade de paralela) de Euclides
(que aparece na sua obra "Os Elementos", escrita aproximadamente em torno do
ano 300 antes de Cristo), € muito mais complicado do que os outros quatro axio-
mas. Além disso, Euclides adiou o seu uso até a Proposicao de nimero 28, como
se recusasse a utiliza-lo enquanto fosse possivel. Isto levou os matematicos das
geragdes seguintes a tentativa de demonstrar o quinto postulado. Este problema
- a demonstra¢do do postulado das paralelas a partir dos outros axiomas - foi o
mais resistente da histéria da matemadtica. Somente depois de mais de dois mil
anos é que se chegou a conclusdo de que € impossivel prova-lo a partir dos outros
axiomas.

A outra razdo para destacar a geometria neutra ¢ que 0 nosso curso estuda, além
da geometria euclidiana, a geometria hiperbdlica também. O que faz a diferenca
da geometria hiperbdlica para a geometria euclidiana € o axioma de paralelismo
de cada uma delas. Na geometria euclidiana adota-se o axioma de unicidade de
paralela a uma reta por um ponto fora da reta. Na geometria hiperbdlica, adota-se
a negacdo daquele: por um ponto fora de uma reta passam mais de uma paralela
a reta. Todos os outros axiomas sdo comuns as duas geometrias. Estes sdo os
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axiomas da geometria neutra.

Item 9.3. O que € a geometria euclidiana?

A geometria euclidiana é constituida de todos os teoremas da geometria neutra,
mais os teoremas que se podem provar ao acrescentar o axioma de paralelismo de
Euclides (uma tnica paralela a uma reta dada por um ponto fora da reta).

Item 9.4. O que € geometria hiperbdlica ou geometria de Lobatchevsky?

A geometria hiperbdlica € constituida de todos os teoremas da geometria neutra,
mais os teoremas que se podem provar ao acrescenta o axioma de paralelismo
de Lobatchevsky (mais de uma paralela a uma reta dada por um ponto fora da
reta).

Item 9.5. Como se relacionam as geometrias neutra, euclidiana e hiperbdlica?

O diagrama seguinte ilustra a relacdo entre as trés geometrias.

Geometria Neutra
(axiomas da geometria neutra)

|
| |

{ Geometria Euclidiana } { Geometria Hiperbolica }

(axioma de paralelismo de Euclides) (axioma de paralelismo de Lobachevsky)

A existéncia de pelo menos uma paralela a uma reta dada por um ponto fora da
reta ¢ um teorema da geometria neutra. A questdo da unicidade de paralela é
indecidivel na geometria neutra: ndo se pode provar que a paralela € tnica, nem
que existe mais de uma. Por isto, ha a possibilidade de duas geometrias distintas
situadas no mesmo pé de igualdade do ponto de vista 16gico, uma delas adotando
um axioma de paralelismo e a outra geometria adotando a sua negacao.

Assim, todos os teoremas da geometria neutra sao também teoremas destas duas
geometrias. J4 os teoremas que necessitam do axioma de paralelismo de Euclides
sao exclusivos da geometria euclidiana; coisa andloga acontece com os teoremas
da geometria de Lobatchevsky. Nesta unidade estudaremos a geometria neutra.
Nas unidades seguintes estudaremos as geometrias euclidiana e hiperbdlica.

Item 9.6. Neste roteiro, quais sao os teoremas da geometria neutra cujos enunci-
ados sdo idénticos aos das geometrias euclidiana e hiperbdlica?

Sao os seguintes:

(a) Os casos de congruéncia de triangulos.



177

(b) Teorema do tridngulo isésceles. Se dois lados de um tridngulo sdo iguais,
entdo os seus dois angulos opostos sdo iguais.

(c) Teorema do triangulo escaleno. Se dois lados de um tridngulo sdo diferen-
tes, ao maior lado opde-se o maior angulo e reciprocamente.

(d) Teorema da desigualdade triangular. Qualquer lado de um triangulo é me-
nor que a soma dos outros dois.

(e) Teorema da desigualdade de dois tridngulos. Sejam ABC e A'BC’ dois
tridngulos. Se AB = A'B’, AC = A'/C" e A > A’, entao BC > B'C".

Item 9.7. Neste roteiro, quais sao os teoremas da geometria neutra cujos enuncia-
dos sdo diferentes dos correspondentes nas geometrias euclidiana e hiperbdlica?

Sao os seguintes:

(a) Teorema do angulo externo. Um angulo externo de um tridngulo é maior
que cada um dos angulos internos ndo adjacentes.

(b) Teorema da soma de dois Angulos de um tridngulo. A soma de dois angulos
quaisquer de um triangulo € < 180°.

(c) Teorema da soma dos trés angulos de um tridngulo. A soma dos angulos
de .um triangulo é < 180°.

(d) Novo teorema do angulo externo. Um angulo externo é de um tridngulo é
maior que ou igual a soma dos angulos internos niao-adjacentes « e 3: § >
a+ .

Embora estes teoremas sejam verdadeiros também nas geometrias euclidiana e
hiperbdlica, os seus enunciados assumem formas mais informativas e especificas
em cada uma delas.

Na geometria euclidiana, os quatro teoremas se resumem a trés: "Um angulo
externo € igual a sorna dos angulos internos ndo-adjacentes"”, A soma de dois an-
gulos quaisquer de um tridngulo é < 180°"e "A soma dos angulos de um triangulo
¢ 180°".

Na geometria hiperbdlica os teoremas sdo: "Um angulo externo € maior que a
soma dos angulos internos nao-adjacentes"e "A soma dos dngulos de um tridngulo
é <180°".

Item 9.8. Que teorema da geometria neutra tem reciproca indecidivel na ge-
ometria neutra, que € verdadeira na geometria euclidiana e falsa na geometria
hiperbdlica?

{item:9:7}

{item:9:8}



{item:9:9}

{Dia:09:09A}
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Aqui estd um:

Teorema dos angulos alternos-internos. Se um par de dngulos alternos-internos
formados por uma transversal com duas retas r e s sdo iguais, entdo r € s sdo
paralelas.

A reciproca deste teorema - Se r e s sdo retas paralelas, entdo os angulos alternos-

internos formados por uma transversal com r e s sdo iguais - € verdadeira na
geometria euclidiana e falsa na geometria hiperbdlica.

Item 9.9. As hierarquias dos teoremas deste roteiro.

Axioma de Congruéncia de Triangulos (LAL)

Teorema dos Angulos Alternos-internos

Teorema de Angulo Externo ]

Teorema da Soma de dois Angulos de um Triangulo

Teorema da Soma dos trés Angulos de um Tridngulo

Novo Teorema de Angulo Externo

e N e N o N o N o N G

O teorema do angulo externo diz respeito a angulos de tridangulo. Os teoremas
decorrentes dele exprimem relacdes entre angulos de um triangulo. O diagrama
abaixo mostra a hierarquia desses teoremas.
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Dia:09:09B}

[ Axioma de Congruéncia de Triangulos (LAL) ]

|

Teorema dos Angulos Alternos-internos

|

[ Teorema de Tridngulo Is6sceles ] [ Teorema do Angulo Externo }

| |

[ Teorema da Tridngulo Escaleno ]

| |

[ Teorema de Desigualdade de dois Tridngulos ] [ Teorema da Desigualdade Triangular J

Todos os casos de congruéncia de tridngulos (ALA, LLL e LAA) dependem di-

retamente do axioma de congruéncia de triangulos. Na demonstracdo dos casos

LAAe LLL usa-se a transitividade da relacdo de congruéncia de tridngulos. Além  (t ransitividade:c.
desta, o caso LAA depende também do teorema dos angulos alternos-internos.

Veja o diagrama abaixo.

{Dia:09:009C}

[Axioma de Congruéncia de Triangulos (LAL)]

Teorema dos Angu- Transitividade de Con-
los Alternos-internos gruéncia de Triangulos

] [
o ) m [ wm )

No fim deste roteiro apresentamos um diagama completo mostrando a hierarquia
de todos os teoremas e apontando alguns teoremas de unidades anteriores que
participam de suas demonstragdes.

Comecamos com a seqiiéncia de teoremas que tratam das relagdes entre os angulos
de um tridngulo. A lista comeca com o teorema do angulo externo e termina com
uma versdo mais informativa deste mesmo teorema, que denominamos de novo
teorema do angulo externo. O teorema mais destacado desta seqiiéncia é o que
trata da soma dos trés angulos de um tridngulo. O teorema dos angulos alternos-
internos foi demonstrado no Roteiro 8.

Item 9.10. {item:9:10}
{teorema:angulo:e
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Teorema 9.1. Teorema do dngulo externo. Um dngulo externo de um tridngulo
é maior que cada um dos dngulos internos ndo adjacentes.

Demonstracdo. Vamos mostrar que # > (3 (veja a figura abaixo). A demonstragio
de que f > « é feita de maneira andloga, tomando-se para angulo externo o oposto
a 0 pelo vértice C. Procedemos por absurdo: a negagdode § > €6 < 5.

{Fig:09:10}
B

Figura 9.1: Teorema de Angulo Externo.

(1) Casoem que 6 = (3. Pelo Teorema dos angulos alternos-internos AB deveria
ser paralela a AC', o que ndo acontece aqui. Absurdo.

(2) Caso em que v = 6. Construimos um angulo = O, como mostra a segunda
figura. Como v < 3, a semi-reta tracejada estd no interior do angulo [ (Pro-
posicdo G, Roteiro 7). Serd que esta semirreta corta o lado AC', como a figura
indica? Sim, como garante o Teorema da semirreta do interior de um tri-
angulo. Sendo assim, novamente o Teorema dos angulos alternos-internos é
contrariado. Absurdo.

]

{ 'tem:9'lll Item 9.11.
a:soma:Z:angulos

Teorema 9.2. Teorema da soma dos trés dngulos de um trigngulo. A soma dos
angulos de um tridngulo é < 180°.

Demonstragcdo. Sejam « e 3 angulos internos de um tridngulo e seja 6 um angulo
externo adjacente a «. Entdo, pelo Teorema-do angulo externo, tem-se 3 < 6,

donde a + 8 < o + 6 = 180 (figura abaixo). O
(Fig:09:11)
B
o 0

Figura 9.2: Teorema da Soma dos Angulos de um Tridngulo.



{item:9:12}
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Item 9.12.

Teorema 9.3. Teorema da soma dos trés angulos de um triangulo. A soma dos
angulos de um tridngulo é < 180°.

Demonstracdo. E interessante observar que nio se consegue provar, na geometria
neutra, nem que a soma € < 180°, nem que é = 180°. Nao se consegue provar que
€ < 180°, porque no modelo cartesiano a soma € = 180°; nem que € = 180°, porque
no modelo de Klein a soma é < 180°. Ambos sdo modelos para a geometria neutra
também (tente entender isto!). A demonstracao €, pois, por absurdo: supomos que
a soma é > 180, ou seja, 180 + p, sendo p > 0.

C E E G
’D ‘ %
3 4
A B A B
Sobre o lado AB do tridngulo AABC' construimos um tridngulo AABFE, to-
mando o ponto médio D de BC' e tomando DE no prolongamento de AD de
modo que DE = AD. Assim procedendo, obtemos dois tridngulos iguais, pelo
caso LAL: AADC = ABDE. Daqui resulta que os dois angulos restantes que
se correspondem nos dois tridngulos, indicados pelos nimeros 1 e 2, sdo iguais.
No AABEFE ressaltamos os angulos 3 e 4, apenas para mostrar que a soma dos
angulos dos dois tridngulos AABC e AABE sao iguais: 1+24+3+4. 0u seja,
a soma dos angulos do novo tridngulo € a mesma do triangulo original: 180 + p.
Uma observagao importante agora € que, como 2 + 3 = A, tem-se 2 < (1/2)A
ou3 < (1/2)A. Ou seja, a partir de um triangulo AABC' é possivel construir
um novo tridngulo AABE sendo um dos seus angulos de medida < (1/2)A4,
mantendo a soma dos seus angulos igual a 180 + p.
Admitindo que o angulo A do- novo tridngulo AABE € < que a metade do ngulo
A do tridngulo inicial, este processo pode ser repetido para se obter um novo
tridngulo AABG (como mostra a figura a direita), cuja soma dos angulos também
¢ 180 + p e que tem um angulo < (1/2)(1/2) = (1/4)A. Obtemos entdo uma
sucessdo de trlangulos cuja soma dos angulos € 180 + p com um angulo 5 (1 / 2)

(1/4)A, (1/8)A, (1/2")A, . Para n suficientemente grande, tem-se (1/2")A < p.
Sejam «, 3 e v os angulos deste tridngulo, sendo o < p. Entdo,

a+fB+7=180+p, f+7 =180+ (p—a), donde
p+ > 180, porque p — a > 0,

{teorema:soma:3:a
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0 que contraria o teorema da soma de dois angulos de um triangulo. Absurdo. []

ulo:externo:novo} Ttem 9.13. {item:9:13}

Teorema 9.4. Novo teorema do dangulo externo. Um dngulo externo 6 de um
triangulo é maior que ou igual a soma dos angulos internos ndo-adjacentes o e

pB:
0>a+p

Demonstragdo. Decorre das expressoes abaixo:

a+f+y < 180°

{Fig:09:13}

o v/ 0

Figura 9.3: Nova Teorema do Angulo Externo.

Os teoremas seguintes tratam das relacdes entre lados e angulos de um triangulo.
O mais simples deles € o teorema do triangulo isésceles. O mais importante € o
teorema da desigualdade triangular, que dar uma relagdo entre os trés lados de um
triangulo.

¢cel

{item:9:14 1 Item 9.14.
eorema:1s6scelés

Teorema 9.5. Teorema do tridngulo isosceles. Se dois lados de um tridngulo sdo
iguais, entdo os seus dois dngulos opostos sdo iguais.

Demonstragdo. Seja AABC um tridngulo com AB = AC. A demonstragdo
parece um malabarismo. Consiste em comparar o AABC com o AACB, que
sdo os mesmos triangulos, entendendo, porém que a ordem das letras indica os
vértices correspondentes e, assim, que angulos e que lados s@o iguais. O

A A

B C B C

Hipétese: os lados sdo iguais Tese: os angulos sdo iguais
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Abaixo, indicamos quais sao os elementos de um tridngulo que sao iguais aos do
outro,
ANABC = ANACB

AB = AC
A=A
AC = AB

satisfazendo, pois, a hipétese do caso LAL. Logo, os dois tridngulos sdo congru-
entes, acarretando que os angulos opostos aos lados iguais sdo iguais.
A reciproca do teorema do tridngulo isésceles € verdadeira e fica como exercicio.

Item 9.15. Como vocé prova que o axioma de congruéncia de tridngulos é
indispensdvel para provar 6 Teorema do tridngulo isésceles?

Resposta: Dando um contra-exemplo no modelo de Moulton, que satisfaz todos os
axiomas exceto o de congruéncia de triangulos. No item 2 do Roteiro 8, aparece

um tridngulo isdsceles em que os angulos opostos aos lados iguais sdo diferentes
(45° 63.4°).

Item 9.16.

Teorema 9.6. Teorema do tridngulo escaleno. Se dois lados de um tridngulo sdo
diferentes, ao maior lado opoe-se o maior dngulo e reciprocamente.

c c
L]
a4\

A B A B

Demonstragdo. No triangulo AABC, por hip6tese, temos AC' > BC'. Queremos
mostrar que B > A. Tomamos P no lado AC' de modo que C'P = CB. Pelo
Teorema do tridngulo is6sceles, os dois dngulos indicados com a mesma letra a
sdo iguais. O Teorema do angulo externo aplicado a0 AABP, mostra que a > A.
Como o ponto P estd no interior do angulo B, temos B > «. Logo, B > A.

Para a reciproca, suponhamos que B > A. Queremos mostrar que AC' > BC.
Por absurdo, neguemos esta tese: se for (a) AC' = BC, teremos B = A pelo
Teorema do tridngulo isésceles; (b) se for AC' < BC|, teremos, pela primeira parte
da demonstragdo, B < A. Em qualquer caso, obtemos uma contradi¢io. ]

Item 9.17.

{item:9:15}

{item:9:16}
{teorema:escaleno

{item:9:17}



a:des

{item:9:18}
igualdade:2}

|

Inserido enu-
merador

|
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Teorema 9.7. Teorema da desigualdade triangular. Qualquer lado de um trian-
gulo é menor que a soma dos outros dois.

C

A B P

Demonstragdo. Seja o tridngulo ABC. Para mostrar que, por exemplo, AC <
AB + BC, construimos AP = AB + BC' (o que se obtém tomando BP = BC,
na ordem A x B x P) e vamos aplicar aplicamos o Teorema do tridngulo escaleno
ao AﬁlC’P. Como B estd no interior do angulo AC'P, temos ACP =  + a >
a = P. Disto decorre que AC' < AP = AB + BC.

Como vocé prova que o axioma de congruéncia de tridngulos € indispensavel para
este ultimo teorema? 0

Contra-exemplo no modelo de Moulton: AABC, sendo A = (—1,—1), B =
(0,0)eC = (1,1). Tem-se AC' > AB+ BC (vejaoitem 14, do Roteiro 6).

Item 9.18.

Teorema 9.8. Teorema da desigualdade de dois tridngulos. Sejam ABC'e A’ B'C’
dois tridngulos. Se AB = A'B’, AC = A'C" e A > A, entdo BC > B'P'.

Demonstragdo. Sdo dados dois tridngulos AABC e AA'B'C’, sendo AB =
AB', AC = AC'e A > A'. Atese é BC > B'C'. A idéia é construir um
tridngulo igual ao tridngulo AA’B’C’, cujos vértices denotaremos pelas mesmas
letras A’, B' e ", de modo que A’ B’ coincida com AB, como mostram as figuras.
As figuras ilustram as trés situagdes possiveis, de acordo com as medidas de Be
B’ B=DB,B>DBeB<B.Em qualquer caso, C' estd no interior de A, pois
A < A L

No caso em que B = B’, o ponto C" estd entre B e C, logo BC > B'C".

No caso em que B > B’, o ponto C’ estd no interior do B e, portanto a semi-reta
Spc corta AC' num ponto P, pelo Lema da semi-reta do interior de um tridngulo.
A idéia é mostrar que, no ABCC’, temos BC'C' > BC(’, para concluir que
BC > B'C", pelo Lema do tridngulo escaleno. Obtemos isto com a seqiiéncia de
implicagdes para BC'C"

{teorema:de
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(a) > POC! (teorema do dngulo externo no APCC")
(b) = AC'C (AACC' é isésceles, pela hipétese)
(c) > PC'C (P esta no interior do A@’C))

(d) > BCC' (teorema do angulo externo no ABCC’

Finalmente, no caso em que B < B, o ponto C' estd no interior do angulo B'e
a semi-reta Spc corta AC” num ponto (), pelo Teorema da semi-reta do interior
de um tridngulo. Como C’ estd no interior do A, entdo () também estd e daf
Q) estd entre B e C. Agora, mostraremos que BC'C > BC(C', para concluir
BC > B'C, pelo Lema do tridngulo escaleno. Temos os seguintes fatos sobre
BC'C:

Inserido enu-
merador

(i) > AC'C (Q estd no interior do BC'C)
(i) = ACC' (AACC' é isésceles)
(iii) > BOC! (Q estd no interior do BCC' )

Isto conclui a demonstracao do teorema. O]
Caso B = B’
C C
C’ C’
A B A B A=A B="P
Caso B > B’
C C
C’ P
C/
A B A B A=A B=DB
Caso B < B’
C C’ c
I~
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Caso.... text
Finalmente, abordaremos os casos de congruéncia de tridngulos, que constituem | positions
um grupo de teoremas que ndo sao utilizados para provar os outros teoremas deste
roteiro.

{item:9:19} Item9.19. 2°caso de congruéncia de tridngulos: ALA.
Hipétese: A= A", E=F', AE = A'E'. Tese: NAEF = NA'E'F".

Demonstracdo. Estratégia: construir sobre o AA’E’'F" um tridngulo congruente
ao AAFEF.

A=A AE=AE E=FE  AP=AF

F F F "
F/
P
v o % v

A E A E A E A E

Tomamos na semi-reta A’ F”" um ponto P de modo que A’P = AF. (A posic¢do do
ponto P pode ser uma das duas indicadas na figura acima, mas a argumentagao
nao precisa ser separada.) Pelo caso LAL, temos AA'E'P = AAFEF. Pela
transitividade de congruéncia de tridngulos, a demonstracdo ficara concluida se
provarmos que AA'E'P = AA'E'F'. E o que faremos em seguida.

Como os pontos P e I estdo do mesmo lado de A'E' e y = E = E’, a semi-reta
E'P coincide com a semi-reta F’'F”, pela propriedade (ii) da definicdo de medida
de angulo. Isto implica que F’ = P. Isto prova que ANA'E'P = NA'E'F’,
concluindo a demonstracao. [

{item:9:20} JItem9.20. 3°caso de congruéncia de tridngulos: LLL.
Hipotese: AB = A'B', AC = A'C" e BC = B'C". Tese: ANABC = ANA'B'C".

C C C

P=A BAB AP
NZN

D D D

Demonstracdo. No semiplano definido pela reta AB que nao contém o ponto C,
construimos um tridngulo AABD igual ao tridngulo AA’B'C” (que ndo aparece
na figura acima). Construimos a semi-reta AD de modo que CAB = DAB,
tomamos AD = A'C’ e ligamos D a B. Os dois angulos com vértice em A
sdo construidos iguais, depois tomamos AD = AC e ligamos D a B. Que
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AABD = AA'B'C’ decorre do caso LAL; donde se obtém BD = B'C’' = BC.
Agora o que se tem a fazer € mostrar que AABC = AABD, pois assim teremos
ANABC = AA'B'C" por transitividade. E para mostrar que AABC = AABD,
basta mostrar que ACB = ADB.

Observamos que o segmento C'D corta a reta AB num ponto P. As figuras ilus-
tram as possiveis situacdes decorrentes da posi¢do de P em relagdo aos pontos A e
B. A primeira situagdo € o caso em que P coincide com um dos extremos de AB.
Neste caso, o Teorema do tridngulo isdsceles garante que AACB = AADB.
Na segunda situagdo, aplicamos o Teorema do triangulo is6sceles a cada um dos
tridngulos isdsceles da figura e concluimos que cada um dos angulos AACB e
ANADB é a soma de angulos iguais e, portanto, sdo iguais. Na ultima situacio,
cada um dos angulos AAC'B e AADB ¢ a diferenca de dois angulos iguais, pelo
Lema do triangulo is6sceles, e, portanto, sdo também iguais. ]

Item 9.21. 4°caso de congruencna de triangulos: LAA.
Hipétese: AF = A'F, A=A E=F"
Tese: NAEF = NA'E'F.

Demonstracdo. Estratégia: construir sobre o AA’E’'F’ um tridngulo congruente
ao AAEF.

AF = AF A=A E=FE  AP=AFE

P
E E E o
/\ /\ P/é X '
Y
A F A F’ A’ F’ A’ F’

Tomamos na semi-reta A’E’ um ponto P de modo que A’P = AFE. (A posigio do
ponto P pode ser uma das duas indicadas na figura acima, mas a argumentagao
nao precisa ser separada.) Pelo caso LAL, temos NA'PF* = AAFEF. Pela
transitividade de congruéncia de tridngulos, a demonstragcao ficard concluida se
provarmos que AA'PF' = AA'E'F’. E o que faremos em seguida.

Até agora, a demonstracio é semelhante a do caso ALA. O que diferird serd a
maneira de provar que o ponto P coincide com E’. Pelo argumento feito até agora,
vemos que os angulos indicados com a letra 7 sdo iguais. Se fosse P distinto de
pelo Teorema dos dngulos correspondentes, as retas E'F’ e PF’ deveriam ser
paralelas, contrariando o fato de que elas se interceptam no ponto F’. Portanto,
P = F',donde NA’PF' = ANA’E’F’, concluindo a demonstragao. ]

{item:9:21}
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Item 9.22.  Hierarquia dos teoremas do roteiro. No diagrama abaixo, aparecem (item:9:22}
alguns teoremas de unidades anteriores que sdo usados nas demonstragdes dos
teoremas deste roteiro.

{Dia:09:22}

Axioma de Congruéncia . -
_\ de Triangulos (LAL) } [ Axioma de Separagado do Plano
{
Teorema do Axioma do Transferidor Teorema da Semirreta do
Triangulo Isbsceles Interior de um Angulo

W
[Teorema do Angulo Raso]

l

[Teorema dos Angulos Alternos—internos]

|

[ Teorema do Angulo Externo ]

| ) | .

Teorema do Triangulo Escaleno Teorema da Soma de dois
L Angulos de um Tridngulo )

\

Teorema da Desigualdade ( Teorema da Soma dos )
de um Tridngulo L Angulos de um Tridngulo )
s ‘ N N

Novo Teorema de Angulo
L Externo )

«[ Teorema de Desigualdade de dois Triangulos ]

[ Axioma do Transferidor J [Transitividade de Congruéncia de Trié,ngulos]

4[ ALA ] Teorema do's Angulos
Alternos-internos

LLL ]

'S

'S

LAA ]




Roteiro 10

Geometria Euclidiana

{roteiro:10}

O diagrama seguinte ilustra a relacao entre as geometrias que estaremos estudando

no restante do curso. A Geometria Neutra é constituida dos axiomas de incidén-

cia, axioma da régua, axioma de separacdo do plano, axioma do transferidor, do

axioma de igualdade de tridngulos e de todos os teoremas que se podem provar

com esses axiomas. Na Geometria Neutra, prova-se que por um ponto fora de uma

reta existe pelo menos uma paralela a reta. A bifurcagdo nas geometrias euclidiana

e hiperbdlica (ou de Lobatchevsky), é devida a possibilidade de dois axiomas: o

axioma de paralelismo de Euclides - a paralela € tinica - e 0 axioma de paralelismo

de Lobatchevsky - mais de uma paralela - que € a negacdo do axioma de Eucli-

des. Assim, todos os teoremas da Geometria Neutra sdo também teoremas destas

duas geometrias. J4 os teoremas que necessitam do axioma de paralelismo de

Euclides sao exclusivos da geometria euclidiana e coisa andloga acontece com 0s

teoremas da geometria de Lobatchevsky. Nesta unidade estudaremos a geometria

euclidiana.

{Dia:10:00}

(axiomas da geometria neutra)

|
| |

[ Geometria Fuclidiana } [ Geometria Hiperbolica }

L Geometria Neutra }

(axioma de paralelismo de Euclides) (axioma de paralelismo de Lobachevsky)

Geometria euclidiana

Na geometria euclidiana sdo validos todos os axiomas da geometria neutra; acrescenta-
se 0 axioma de paralelismo de Euclides, no enunciado adotado hoje em dia. Na
verdade, este € o enunciado da Proposicdo 31, do Livro 1 de "Os Elementos", de
Euclides. O gedlogo e matemético escoc€s John Playfair (1748-1819) foi quem
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contribuiu para que fosse adotado este enunciado como sendo o axioma de para-
lelismo, ao invés do enunciado do quinto postulado de Euclides. Como veremos
na lista de exercicios 9, o axioma original de Euclides é equivalente ao adotado
por Playfair.

Axioma 11. Axioma de paralelismo de Euclides (APE). Qualquer que seja a reta
r e qualquer que seja o ponto P fora de r, entdo a paralela a r que passa por P
é linica.

Item 10.1. O ME € independente dos demais axiomas?

Sim. O APE € independente dos axiomas da Geometria Neutra. Como se prova
isto? Exibindo um contra-exemplo no modelo de Klein, introduzido no Roteiro 6.
No modelo de Klein, tem-se uma reta e um ponto P fora de r pelo qual passam
mais de uma paralela a . Veja a figura abaixo.

Duas retas s
e t parale-
las a r pelo
ponto P

Item 10.2.

Lema 10.1. Lema da transversal. Se r e s sdo retas paralelas e t corta s num
ponto P, entdo t cortar.

Demonstragdo. Se ndo cortasse, pelo ponto P existiriam duas paralelas, s e ¢, a
reta r, contrariando o APE. (Observe que esta afirmacdo foi provada na lista de
exercicios n° 2, quando estavam presentes apenas os axiomas de incidéncia e os
de existéncia e unicidade de paralelas.) [

Item 10.3.

Teorema 10.2. Reciproca do teorema dos angulos alternos-internos. Se duas
retas paralelas r e s sdo cortadas por uma transversal, entdo dngulos alternos-
internos sdo iguais.

Hipdtese: r || s, t cortar e s.
Tese: angulos alternos-internos sao iguais.
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Demonstracdo. Seja s’ outra reta que passa pela intersecao de s com ¢, de modo
que um par de angulos alternos-internos que ¢ faz com r e s’ sejam iguais. Entao,
pelo Teorema dos angulos alternos-internos, r e s’ sdo paralelas. Pelo APE, s’ = s.
Disto decorre a tese. []

Item 10.4.

Teorema 10.3. Teorema da soma dos dngulos de um tridngulo na Geometria
Euclidiana. A soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo é 180°.

Demonstracdo. Tracemos por um vértice do tridngulo uma reta paralela ao lado
oposto; observemos que neste vértice aparecem trés angulos adjacentes formando
um angulo raso sendo, pois, a soma deles igual a 180°. Um destes angulos é
um dos angulos do tridngulo; os outros dois sdo iguais aos outros dois angulos
do triangulo, pela Reciproca do Teorema dos angulos alternos-internos. Logo, a
soma dos trés angulos do triangulo é 180°. ]

Observagdo. Se admitirmos este teorema como axioma, podemos provar o APE.
Isto serd feito no Roteiro 10. A conclusdo € a de que este teorema € equivalente
ao APE.

Item 10.5.

Teorema 10.4. Teorema do angulo externo da geometria euclidiana. Um dngulo
externo de um tridngulo é igual a soma dos dngulos internos ndo adjacentes a ele.

{item:10:4}

{item:10:5}
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Demonstragdo. Decorre das igualdades oo + 5+ v = 180 e 5 + 6 = 180. O

Item 10.6.

Definicao 10.1. Paralelogramo. Um paralelogramo é um quadrildtero cujos la-
dos opostos sdo paralelos. [Dois segmentos sdo paralelos quando estdo em retas
paralelas. ]

Item 10.7. Existéncia de paralelogramo. Na geometria euclidiana, paralelogamo
existe?

Na geometria neutra, vimos que existe paralelogramo (Lista de Exercicios 8, n.
12). Logo, existe paralelogramo tanto na geometria euclidiana como na hiperbo-
lica. Segue um processo de construc¢do de paralelogramo que funciona na geome-
tria euclidiana, mas ndo funciona na geometria neutra.

S u

C D

A B

(1) Tomamos dois pontos A e B (axioma [3);

(2) tragamos a reta r desterminada por A e B (axioma I5);
(3) tomamos um ponto C' fora da reta r (axioma [;;

(4) A e C determinam uma reta s (axioma I»);

(5) por C tracamos uma reta t paralela a r e por B uma reta u paralela a s (teorema
de existéncia de paralela);

(6) Como as retas r e t s@o paralelas e u corta , entdo u corta { num ponto D
(Lema da transversal).

Os pontos A, B, C' e D sdo vértices de um paralelogramo. De fato, os lados
opostos sdo segmentos que estdo em retas paralelas, logo, sdo paralelos.

Item 10.8.

Definicao 10.2. Retdngulo. Um retdngulo é um paralelogramo que tem os quatro
dangulos retos.
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Na geometria neutra € impossivel provar que existe retangulo (Lista de Exercicios
8, n.13) mas na geometria euclidiana, sim.

Item 10.9.

Teorema 10.5. Existéncia de retdngulo na geometria euclidiana. Existe retin-
gulo.

A D

Aqui estd um processo para a constru¢ao de um retangulo na geometria euclidiana.
(1) retar;

(2) A ponto de r;

(3) s perpendicular a r por A;

(4) B ponto de s;

(5) u perpendicular a s por B;

(6) C' ponto de u;

(7) t perpendicular a r por C, sendo D o pé da perpendicular.

(8) os pontos A, B, C'e D sdo vértices de um retangulo.

De fato, u || 7 e s || ¢, pelo teorema dos dngulos alternos-internos; logo, os lados
opostos sdo paralelos. Os angulos A, B e D sio retos, por construgdo. Quanto ao
angulo C, sendo as retas s e t paralelas os angulos alternos-internos formados com
a transversal w sdo iguais (reciproca do teorema dos angulos alternos-internos);
sendo um deles, D, reto o  outro também € reto. Portanto, o C também € reto. [Na
geometria hiperbdlica, o C' € agudo.]

Observagdo. Este € outro teorema da geometria euclidiana que, no Roteiro 11,
provaremos ser equivalente ao APE. Como veremos, ndo existe retangulo na Geo-
metria Hiperbdlica. No Roteiro 11 hd uma lista de afirmacdes que sao equivalentes
ao APE. Nela vocé encontrara todos os teoremas deste roteiro. A reciproca do te-
orema dos angulos alternos-internos também esta 14, porém na versdao que usa a
soma dos angulos colaterais internos (proposi¢ao iv daquela lista).
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Item 10.10. Diagrama dos teoremas deste roteiro {item:10:10
{Dia:10:10}

[Axioma de Paralelismo de Euclides (APE)} [Teorema de Angulos Alternos—internos}

| |

[Reciproca do Teorema dos Angulos Alternos—internos]

| |

[Teorema da Soma dos Angulos de um Triéngulo] [Teorema da Existéncia de Retangulo}

|

[Lema de Transversal] [Teorema de Angulo Externo]




Roteiro 11

Os substitutos do Axioma de
paralelismo de Euclides

Um substituto para o APE (Axioma de Paralelismo de Euclides) € uma proposi¢cao
que acrescentada aos axiomas da geometria neutra produz os mesmos teoremas
que o APE. No esquema abaixo indicamos este fato de maneira resumida:

i G tria Neut
[ Geometria Euclidiana J = [ Geometria Neutra + } = { eometria Neutra + }

APE " | Substituto para o APE

A histéria nos conta que, desconfiados de que o quinto postulado de Euclides
poderia ser provado a partir dos demais postulados, geracdes sucessivas de ma-
temadticos tentaram, sem sucesso, demonstrd-lo. Como o quinto postulado nao
poderia ser usado, a demonstracdo teria que ser feita na geometria neutra. Du-
rante essas tentativas, vdrias afirmacgdes equivalentes ao quinto postulado foram
descobertas. Uma afirmacdo € equivalente ao quinto postulado quando ela pode
substitui-lo para produzir os mesmos teoremas que o quinto postulado produz.
Duas afirmacdes sao equivalentes quando, admitida uma como verdadeira, a ou-
tra pode ser provada e vice-versa. Utiliza-se a notacdo Afirmagcdo A = Afirmagdo
B para indicar que a segunda afirmagdo pode ser provada com o uso da primeira.
Dizemos que a primeira implica ou acarreta a segunda. A notagdo Afirmacgdo A
& Afirmagdo B significa Afirmagcdo A = Afirmagdo B e Afirmagdo B < Afirma-
cdo A. Assim, o simbolo "<"é aqui utilizado para indicar que as afirmagdes sao
equivalentes.

Resumindo, um substituto para o APE € uma proposicao equivalente ao APE na
geometria neutra.

Existem vdrias proposi¢cdes que sdo equivalentes ao APE. No fim deste roteiro
apresentamos uma lista com mais de vinte delas. Escolhemos Mostrar que o APE
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Restrito € equivalente ao APE (enunciados abaixo), porque o trabalho desenvol-
vido aqui simplificard o trabalho que serd feito na geometria de Lobatchevsky, no
Roteiro 12.

Na geometria neutra, o Axioma de Paralelismo Restrito (APE Restrito) é
equivalente ao Axioma de Paralelismo de Euclides (APE).

Os dois enunciados sdo os seguintes.

Axioma 12. Axioma de paralelismo de Euclides (APE). Qualquer que seja a reta
r e qualquer que seja o ponto P fora de r, entdo a paralela a r que passa por P
é unica.

Axioma 13. Axioma de Paralelismo Restrito (APE Restrito). Existe uma reta r
e existe um ponto P fora de r tais que a paralela a r que passa por P é tinica.

O que distingue o APE do APE Restrito, ¢ a troca do "quantificador univer-
sal"qualquer que seja (V) pelo "quantificador existencial "existe um (3).

E claro que o APE implica o APE Restrito. O mais dificil é provar a implicacio
inversa (APE Restrito implica o APE), isto é, se estiver garantida a existéncia de
uma reta e de um ponto fora da reta pelo qual sé passa uma paralela a reta, entdo
a unicidade de paralela valerd também para toda reta e para todo ponto fora da
reta.

A prova de que o APE Restrito implica o APE seguird os seguintes passos:

1° Passo: APE Restrito Existéncia de retangulo.

2° Passo: Existéncia de retangulo A soma dos angulos de qualquer triangulo é
180°.

3° Passo: A soma dos angulos de qualquer triangulo é 180°= APE.
Em seguida, passaremos a demonstrar cada um dos passos.

1°Passo: O APE Restrito implica a existéncia de retangulo.

O diagrama abaixo exibe o caminho percorrido para provar o 1°passo.
{Dia:11:2}

[ Geometria Neutro } [ APE Restrito ]

| |

[Existe Triangulo Retangulo com Soma dos Angulos 1800]

|

[Existe Reténgulo}
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Proposicao 11.1. Proposicdo A. Se vale o APE Restrito, isto é, se existe uma reta
r e existe um ponto P fora de r tais que, por P, passa apenas uma paralela a r,
entdo existe um tridngulo retangulo com soma dos angulos igual a 180°.

Demonstracdo. Aqui, a reta r e o ponto P s@o especiais pelo fato de satisfaze-
rem o APE Restrito, ou seja, € tnica a reta s que € paralela a r pelo ponto P. A
Reciproca do Teorema dos angulos alternos-internos nao vale na geometria neu-
tra, mas como s € a unica paralela a » por P, o mesmo argumento utilizado no
Roteiro 10 pode ser usado para provar que os angulos alternos-internos formados
por qualquer transversal ares que passa pelo particular ponto P sdo iguais (figura
abaixo).

Agora, para construir o tridAngulo retdngulo, tomamos em 7 o ponto () como sendo
o pé da perpendicular a r, tragcada por P, e tomamos também outro ponto R em 7.
A demonstragdo de que a soma dos angulos do tridngulo PQ)R é 180°¢ a mesma
utilizada na prova de que a soma dos angulos de um tridngulo é 180°, dada no
Roteiro 10: como a soma dos trés angulos em P € 180°, a soma dos trés angulos
do triangulo é 180°. [

Proposicao 11.2. Proposigcdo B. Se existe um triangulo retdngulo com soma dos
angulos 180°, entdo existe retangulo.

Demonstragdo. A figura abaixo mostra como construir um retangulo PQRS a
partir de um tridngulo retdngulo PQ R cuja soma dos angulos é 180°. Em P
construimos uma semi-reta Sps fazendo com SpR um angulo a igual ao angulo
R do tridngulo PQR e, em seguida, tomamos PS = QR. Depois tracamos o
segmento SR. A construcio foi feita desta maneira para que o caso LAL possa
ser aplicado, resultando na congruéncia dos dois tridngulos. Disto decorre que
v=peS =0 = 90° Como no tridngulo PQR tem-se o + § = 90°, tem-se
também a + v = 90°. Portanto, os quatro angulos sdo retos e como os lados
opostos s@o paralelos (pelo Teorema dos angulos alternos-internos) PQ RS é um
retangulo. [
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P S P % S
0] [0}
B
« (6%
Q R Q R

A aplicacdo da Proposi¢do A seguida da Proposicao B prova o 1°Passo.

2° Passo: A existéncia de retangulo implica que a soma dos angulos de qualquer
triangulo é 180°.

O caminho para demonstrar 0 2° passo estd ilustrado no diagrama abaixo.

[ Geometria Neutro } [ Existe Retangulo ]

|

[Decomposigéo de um Triangulo em dois Triangulos 180°J

|

[Qualquer Triangulo Retangulo tem Soma dos Angulos 1800}

[Qualquer Triangulo tem Soma dos Angulos 1800}

Proposicao 11.3. Proposicdo C. Quando um tridngulo, com soma dos dngulos
180°, é decomposto em dois triangulos por um segmento ligando um vértice a um
ponto do lado oposto, entdo cada um dos dois tridngulos também tem soma dos
seus angulos igual a 180°.

Demonstragdo. Na figura abaixo, o tridngulo- ABC, com soma dos angulos 180°¢
decomposto em dois triangulos pelo segmento AM.

A

Qg (O

B[ B
B M C

Com as notag¢des indicadas na figura, a soma dos angulos do tridngulo ABC é
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E+6+O&1+OZ2: 180°.
Como (31 + 2 = 180°, temos

B+C+ai+as+ B+ Ba = 360°

ou

(B+ar+ B1) + (C + as + B2) = 360°

As parcelas que aparecem entre parénteses sao as somas dos angulos dos tridngu-
los ABM e AC'M, respectivamente. Como cada uma delas deve ser < 180°, cada
uma delas tem que ser igual a 180°. ]

Proposicao 11.4. Proposicdo D. Se existe retangulo, entdo qualquer triangulo
retangulo tem soma dos dngulos igual a 180°.

Demonstracdo. Seja A’ B'C' um tridngulo retangulo com angulo reto em A’. Que-
remos mostrar que a soma dos seus angulos € 180°. Justapomos cépias do retan-
gulo dado na hipétese, uma ao lado da outra, para obter um retangulo ABCD
grande suficientemente para que AB contenha um segmento AM = A’'B’ e que
AD contenha um segmento AN = A’C". Isto estd ilustrado na figura abaixo, no
centro.

c B c B
B] / M M
c A D N A D N A

Uma cépia do retangulo ABC' D, a direita, ilustra a prova de que a soma dos an-
gulos do tridngulo AM N € 180°. A diagonal BD decompde o retdngulo em dois
tridngulos congruentes, com soma dos angulos 180°. O segmento BN decompde
o tridngulo AB D em dois tridngulos ABN e BN D, com soma dos dngulos 180°,
pela Proposi¢dao C. Da mesma maneira, o tridngulo ABN é decomposto em dois
triangulos com soma dos angulos 180°. Logo, a soma dos dngulos do tridngulo

AMN ¢é 180°. Finalmente, como o tridngulo A’B’C" é congruente ao tridngulo
AM N, a soma dos seus angulos € 180°, como queriamos demonstrar. ]

Proposicao 11.5. Proposicao E. Se qualquer tridngulo retdngulo tem soma dos

angulos igual a 180° entdo qualquer triangulo tem soma dos dngulos igual a
180°.
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Demonstragdo. Seja ABC um tridngulo qualquer. Pelo menos dois de seus angu-
los sdo agudos (por um teorema da Geometria Neutra); suponhamos que AB e AC
sejam agudos. Pelo vértice A, baixamos a altura AM do triangulo ABC. O ponto
M estd no lado BC, pois, se ndo fosse assim, o Teorema do Angulo Externo seria
contrariado, como sugere a figura abaixo, a direita (o angulo C, que é angulo ex-
terno do triangulo ACM deveria ser maior que o angulq M). Portanto, o segmento
AM decompde o tridngulo ABC em dois triangulos retangulos. Pela hipotese, a
soma dos angulos desses tridngulos é 180°. Disto decorre que a soma dos angulos

do triangulo ABC ¢é também 180°, concluindo a demonstracio do lema. [
A A
B M ¢ B cCM

Agora, a demonstracdo do 2° Passo fica assim: a existéncia de retangulo implica
que qualquer tridngulo retdngulo tem soma dos angulos igual a 180°(Proposicao
D). Isto por sua vez garante que a soma dos angulos de qualquer tridngulo é
180°(Proposicao E).

3° Passo: Se a soma dos angulos de qualquer tridngulo € 180°, entdo vale o APE.

Veja no diagrama abaixo o roteiro para provar o terceiro passo.

[Geometria Neutro} [Qualquer Triangulo tem Soma dos Angulos 180°}

|

[Construgéo de um Angulo Arbitrariamente Pequeno}
( e ]

Proposicao 11.6. Proposi¢do F. Dado um ponto A fora de uma reta r e dado um
niimero 3 > 0, existe uma reta que passa por A e faz com r um dngulo a menor

que [3.
! \A\
r r a

B P
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Demonstragcdo. Pelo ponto A tracemos uma perpendicular AB a reta r (figura
abaixo). A tese é que existe um ponto P tal que o dngulo AP B é menor que 3. A
idéia da demonstragdo é construir uma seqii€ncia de tridngulos isdsceles AABF,
AAPRP,, ..., AAP;,_1)P,, com os dngulos da base a;, decrescendo, como mostra
a figura abaixo. Assim, BPy = AB; [P, = AP, ..., Ph—nP, = APy,_1).
Como, na Geometria Neutra, a soma dos angulos de um triangulo é < 180°, entdo
ap < 45°. Decorre do Novo Teorema do Angulo Externo (um angulo externo de
um tridngulo é > que a soma dos dngulos internos ndo adjacentes, Roteiro 9:) que
201 < g, 200 < ey 20, < Q(n_1). Donde, o < (1/2) x 45°, ap < (1/2) <
a1(1/2%) x 45°, ..., an, < (1/2)ag—1) < (1/2") x 45°. Este ndmero tende para
zero quando n tende para infinito. Logo, para n suficientemente grande, teremos
a, < (. Tomando P = Pn, para este valor de n, concluimos a demonstracdo. [

PO P1 P2

Proposicao 11.7. Proposigcdao G. Se a soma dos angulos de qualquer tridngulo é
180°, entdo qualquer que seja a reta r e qualquer que seja o ponto A fora de r, a
paralela a r que passa por A é tinica.

Demonstragcdo. Seja r uma reta qualquer e seja A um ponto fora de r.
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NS £
A M A M
s s
p p
y 8
N
N
a o
r r
B P B P
a<f a>f

Pelo ponto A, tracemos a perpendicular AB areta r e, em seguida, a perpendicular
s areta AB. A reta s é paralela a r. Queremos mostrar que nio existe outra
paralela a r por A. Seja t outra reta que passa por A. Devemos mostrar que ¢ nao
¢ paralela a r.

Aplicando a Proposicdo F, seja P um ponto de r tal que o angulo BPA (angulo
« da figura acima) seja menor que 3, que € o angulo M AN da figura, sendo M
um ponto de s e N um ponto de ¢. Como estamos admitindo que a soma dos
angulos de qualquer triangulo € 180°, no tridngulo AP B, tem-se o + v = 90°.
Como « < (3, resulta que 5 + v > 90°. Disto decorre que o ponto P ndo pode
estar na reta ¢. E também que, dentre as duas possibilidades para a posicao de P,
ilustradas na figura acima, a correta € a da figura da direita, ou seja, a semi-reta
SAN estd no interior do angulo BAP. Pelo Teorema da semi-reta do interior
de um angulo (Roteiro 7), a reta ¢ corta B P, ndo sendo, pois, paralela a r. Isto
conclui a demonstracao do 3°passo. [

Conclusao da prova de que APE Restrito < APE
Relembramos os trés passos percorridos para provar que o APE Restrito implica

o APE:

APE Restrito = Existéncia de retangulo A soma dos angulos de qualquer trian-
gulo é 180°= APE.

Como é 6bvio que o APE = APE Restrito, o ciclo de implicagdes se fecha:

APE Restrito = Existéncia de retangulo A soma dos angulos de qualquer trian-
gulo € 180°=- APE = APE Restrito,

concluindo a longa demonstracio de que APE Restrito < APE.

O trabalho desenvolvido até agora permite obter mais proposi¢cdes equivalentes.
O diagrama dos principais teoremas provados nos trés passos € o seguinte
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APE Restrito

¢

Existe Triangulo Retangulo com Soma dos Angulos 180°

4

Existe retangulo

4

[ Qualquer Triangulo Retangulo tem Soma dos Angulos 180° ]

¢

Qualquer Triangulo tem Soma dos Angulos 180°

4

APE

¢

APE Restrito

Deste ciclo fechado de implicagdes decorre que todas as proposi¢des do diagrama
sdo equivalentes entre si. No diagrama abaixo destaco as principais.

{Dia:11:6}

APE Restrito | < APE

Existéncia de Qualquer Tridngulo tem o
Retangulo Soma dos Angulos 180°

Um teorema do tipo '"tudo ou nada"

Na Geometria Neutra, vimos que a soma dos angulos de qualquer triangulo é
menor ou igual a 180°. Somente um novo axioma € capaz de definir o que de
fato acontece com a soma dos angulos de um tridngulo. Uma coisa € certa: se
algum axioma garantir que existe um tridngulo com soma dos angulos igual a
180°, entdo todos os tridngulos t€ém soma dos angulos igual a 180°. E o que diz o
teorema seguinte.

Teorema 11.8. Teorema A.

Demonstragdo. Tomamos um tridngulo cuja soma dos angulos é 180°dado na hi-
potese. Tracamos a altura pelo seu vértice do maior angulo (para garantir que o
pé da altura esteja no lado oposto) e aplicamos a Proposi¢do C para concluir que
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a soma dos angulos de cada um dos tridngulos retangulos obtidos pela decompo-
sicdo tem soma dos angulos igual a 180°.

Agora, a Proposi¢do B garante que existe retangulo. Pelo 2° Passo, qualquer
triangulo tem soma dos angulos igual a 180°, concluindo a demonstragao. [

Quando o Existencial acarreta o Universal

Aqui, os termos "existencial"e "universal"dizem respeito aos quantificadores "existe
m"(J) e "qualquer que seja"(V). Na geometria neutra, o que o Teorema A nos diz
€ que a existéncia de um triangulo com soma dos angulos 180°implica que todos
os tridngulos tém esta propriedade. De outra maneira: ou todos os triangulos t€ém
soma dos angulos 180°, ou nenhum tem soma dos angulos 180°.
Coisa semelhante acontece com a propriedade de unicidade de paralela a uma
reta por um ponto fora d4 reta, como vimos: se valer para uma reta € um ponto
(APE-Restrito), entdo vale para toda reta e todo ponto (APE).

Outros substitutos para o APE

Neste Roteiro, exibimos trés afirmagdes que sao equivalentes ao Axioma de Para-
lelismo de Euclides. Encerramos o roteiro dando uma lista de muitas afirmacgdes
que sdo equivalentes ao APE e, portanto, equivalentes entre si. Qualquer uma de-
las pode ser utilizada como um axioma da geometria euclidiana. As afirmagdes
trabalhadas neste roteiro, além de i, foram: ii, Xiv e xxiii.

i. (APE) Qualquer que seja a reta e qualquer que seja o ponto fora da reta, é
Unica a paralela a reta que passa pelo ponto.

ii. (APE Restrito) Existe uma reta e existe um ponto fora da reta tais que € inica
a paralela a reta pelo ponto.

iii. (5° postulado de Euclides) Se M e N séo dois pontos do mesmo lado da reta
AF tais que MAE + NEA < 180°, entdo AM intercepta £V .

iv. Se M e N sdo dois pontos do mesmo lado da reta AE e AM || EN, entdo
MAE + NEA = 180°.

v. Duas retas paralelas a uma terceira sdo paralelas.

vi. Tém-se duas retas paralelas. Se uma terceira reta corta uma delas, entdo
também corta a outra.

vii. Tém-se duas retas paralelas. Se uma terceira reta € perpendicular a uma delas,
entdo € perpendicular a outra também.



viil.

iX.

X1.

Xii.

X1ii.

X1v.

XV.

XVi.

XVil.
XViil.
XiX.

XX.

XXi.

XXil.
XXiii.
XXI1V.

XXV.

XXVI.
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Sel| m,r L m,entdor || s.
As mediatrizes de um tridngulo sdo concorrentes.

Dados trés pontos ndo colineares, existe uma circunferéncia que passa por
eles.

Dados trés pontos ndo colineares, existe um ponto eqiiidistante deles.

Se uma reta € perpendicular a um lado de um angulo agudo, entdo ela corta o
outro lado.

Por qualquer ponto no interior de um angulo, passa uma reta que corta ambos
os lados, sem passar pelo vértice.

A soma dos angulos de qualquer tridngulo é 180°.

Um angulo externo de um triangulo € igual a soma dos angulos internos nao
adjacentes.

Se um ponto A estd numa circunferéncia de didmetro BC, sendo A # B e
A # C, entdo BAC é reto.

Se BAC ¢ reto, entdo A esta na circunferéncia de didmetro BC.
As mediatrizes dos catetos de um triangulo retangulo se interceptam.
Sel Lr,r 1L ses L m,entdo ! intercepta m.

Existe um angulo agudo tal que qualquer reta perpendicular a um lado corta
o outro lado.

Existe um angulo agudo tal que qualquer ponto no interior do angulo estd
numa reta que corta ambos os lados sem ser pelo vértice.

Existe um tridngulo cuja soma dos angulos é 180°.

Existe um retangulo.

Existem duas retas eqiiidistantes.

Se trés angulos de um quadrilatero sdo retos, entdo o quarto também é.

Existem dois tridngulos semelhantes que ndo sdao congruentes.

{roteiro:10:xiii}

{roteiro:10:xviii
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11.1 Resumo

Geometria Euclidiana

Alguns modelos, com indicacdo dos axiomas validos em cada um.

~
=

Régua | Separ. | Transfer. | Congr. | APE | APL
N

Finito
Bizarro
Taxista
Moulton
Cartesiano
Klein
Poicaré

w| \»n| | Y Y Y| oS

w| »n| | v v vl |5

| v vl vl o
IR IR IR IR IR

IR IR2IR2 1R W44
Z\z|Z|\Zz|Z|Z|Z
vl wn wnl Zl 2l Z
Z| Z| | vl nl v
W wn Z| 'zl Z Z| <

Modelo para a geometria euclidiana: Cartesiano.
Modelos para a geometria hiperbdlica: de Klein e de Poincaré.

Axiomas da Geometria Neutra.
Axioma /. Qualquer que seja a reta, existe pelo menos um ponto fora dela.

xi 5. Dois pontos determinam uma reta. Em outras palavras, dados dois
Axioma [,. D tos det ta. E t 1 dados d
pontos distintos quaisquer, existe uma e uma so reta que os contém.

Axioma /3. Existem pelo menos dois pontos.

Axioma da régua. Existe uma fun¢do d : P x P — R e, para cada reta r, existe
uma funcio bijetora f,. : r — R, associada com d por

quaisquer que sejam os pontos A e B de r. [Aqui, P representa o conjunto de
todos os pontos.]

Axioma de separacao do plano. Qualquer reta separa o plano.
Axioma do transferidor. Existe medida de angulo.

Axioma de congruéncia de tridngulos (LAL). Se AB = A'B’, AC = A'C" e
A = A, entdo tridngulo ABC' = tridngulo A’B'C".
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Axiomas da Geometria Euclidiana: os axiomas da Geometria Neutra mais o
seguinte

Axioma de paralelismo de Euclides (APE). Qualquer que seja a reta r e qualquer
que seja o ponto P fora de r, por P passa s6 uma paralela a reta r.

Axiomas da Geometria Hiperbélica: os axiomas da Geometria Neutra mais o
seguinte

Axioma de paralelismo de Lobatchevsky (APL). Existe uma reta r e existe um
ponto P fora de r tal que, por P passam mais de uma paralela a r.



208ROTEIRO 11. OS SUBSTITUTOS DO AXIOMA DE PARALELISMO DE EUCLIDES

11.2 Lista de Exercicios n. 11

A nao ser que esteja explicito em contrario no enunciado do exercicio, consideram-
se em vigor todos, os axiomas da geometria euclidiana.

11.1. Como se prova que o APE ¢é independente dos axiomas da Geometria Neutra? [Use
o modelo de Klein, que é um modelo para a geometria neutra também. |

11.2. Lema da transversal. Se r e s sdo retas paralelas e t corta s num ponto P, entdo t
corta r. Prove e mostre que o APE ¢ indispensdvel.

11.3. Lema (transitividade de paralelismo). A relacdo de paralelismo é transitiva. Prove
e mostre que o APE ¢ indispensdvel.

11.4. Reciproca dco teorema dos angulos alternos-internos. Se duas retas paralelas r
e s sdo cortadas por uma transversal, entdo dngulos alternos-internos sdo iguais.
Prove e mostre que o APE é indispensdvel. O axioma de congruéncia de triangulos
é indispensdvel?

11.5. Teorema dos dngulos colaterais internos. Se duas retas paralelas r e s sdo cor-
tadas por uma transversal, entdo a soma dos dngulos colaterais internos é 180°.
Prove.

11.6. O quinto postulado de Euclides. Se duas retas sdo cortadas por uma transversal
de modo que a soma de dois dngulos colaterais internos é <180°, entdo as duas
retas se cortam. Prove.

11.7. Em um sistema axiomdtico, duas afirmagoes sdo equivalentes se, admitida uma de-
las como verdadeira, a outra pode ser provada. Mostre que, na Geometria Neutra,
0 APE é equivalente ao quinto postulado de Euclides.

11.8. Teorema (soma dos dngulos de um triangulo). A soma dos dngulos internos de
um triangulo é 180°. Prove.

11.9. Mostre que, na Geometria Neutra, o teorema da soma dos dngulos de um tridngulo
é equivalente ao APE.

11.10. Defina paralelogramo. Existe paralelogramo na geometria euclidiana? Vocé é
capaz de construir um paralelogramo na geometria neutra? Se sim, jd fica provado
que existe paralelogramo na geometria hiperbolica também.

11.11. Na geometria neutra, prove que em um paralelogramo (a) cada vértice estd no
interior do dngulo oposto; (b) as diagonais se interceptam.



11.2.

11.12.

11.13.
11.14.

11.15.

11.16.
11.17.
11.18.
11.19.

11.20.
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Prove todas as propriedades de paralelogramo que vocé conhece. Cite uma pro-
priedade de paralelogramo que ndo vale no modelo de Klein.

Defina retangulo. Existe retangulo na geometria euclidiana?
Prove todas as propriedades de retdngulo que vocé conhece.

Na auséncia do axioma de congruéncia de tridngulos vocé pode dizer que, se os
quatro dngulos de um quadrildtero sdo retos, entdo ele é um retdngulo? [Ndo; dé
contra-exemplo no modelo de Moulton]

Definia losango. Existe losango na geometria euclidiana?
Prove todas as propriedades de losango que vocé conhece.
Defina quadrado. Existe quadrado na geometria euclidiana?
Prove todas as propriedades de quadrado que vocé conhece.

Se uma circunferéncia passa por um ponto interior e por um ponto exterior de
outra circunferéncia, entdo as duas se interceptam? [Esta é uma questdo dificil.
Eu ndo espero que vocé saiba resolvé-la. ]
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11.3 Solucoes da Lista de Exercicios n. 11

11.7. Em um sistema axiomdtico, duas afirmagoes sdo equivalentes se, admitida uma de-
las como verdadeira, a outra pode ser provada. Mostre que, na Geometria Neutra,
0 APE é equivalente ao quinto postulado de Euclides.

Resposta:

Afirmacao 1. Axioma de paralelismo de Euclides (APE). Qualquer que seja a
reta r e qualquer que seja o ponto P fora de r, por P passa sé uma paralela a reta
r.

Afirmacao 2. O quinto postulado de Euclides. Se duas retas sdo cortadas por
uma transversal de modo que a soma de dois dngulos colaterais internos é < 180
entdo as duas retas se cortam.

Queremos mostrar, na Geometria Neutra, que a Afirmacdo 1 é equivalente a Afir-
macao 2.

(a) Primeiro admitimos a Afirma¢do 1 como verdadeira e provamos a Afirmagdo
2.

Hipétese da Afirmacgdo 2: r e s sdo retas cortadas por uma transversal ¢, fa-
zendo angulos colaterais internos « e 3, sendo a + 5 < 180.

Tese da Afirmacdo 2: r e s se interceptam.

Demonstragdo. Por absurdo, se r e s fossem paralelas, pela Reciproca do Teo-
rema dos dngulos alternos-internos (que decorre da Afirmagdo 1), seria 5 =
(figura abaixo, a esquerda). Mas o + v = 180, donde v + 8 = 180, contrari-
ando a hipétese. O

(b) Agora admitimos a Afirmacdo 2 como verdadeira e provamos a Afirmacgao 1.
Hipoétese da Afirmacgao 4: r é reta e P é ponto fora de r.

Tese da Afirmacdo 1: € Unica a paralela a r, tragada por P.

Demonstragdo. Pelo método das perpendiculares, tracamos s || r, por P. Por
absurdo, suponhamos que existe outra reta ¢ || r, por P. Entdo, o angulo a
(indicado na figura abaixo, a direita) que a reta ¢ faz com a transversal P(Q é
agudo, donde o + 8 = a + 90 < 180. Agora, pela Afirmagdo 2, ¢ corta r, o
que contraria o fato de que ¢ || r. O
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v ¢
« P
S
(67
B
. B
Q

11.11. Na geometria neutra, prove que em um paralelogramo (a) cada vértice estd no
interior do dngulo oposto; (b) as diagonais se interceptam.

Resposta:

(a) Queremos mostrar que o ponto C estd no interior do adngulo A (figura abaixo,
a esquerda). Para isto, pela defini¢do de interior de dngulo como intersecdo de
dois semiplanos, devemos mostrar que C € HY, N HE,,. Como DC || AB,
DC nio corta AB, logo, D e C estdo no mesmo semiplano H EB. Também,
como BC' || AD, BC ndo corta AD, logo, C' e B estdo no mesmo semiplano
HED. Portanto, C € HEB N HED.

(b) Queremos mostrar que a diagonal BD do paralelogramo corta a diagonal AC.
Pelo Teorema da semi-reta do interior de um angulo (Roteiro 7), a semi-reta
S 4c corta o segmento B.D num ponto M tal que B M = D (figura abaixo, no
meio). Pelo mesmo teorema, a semi-reta Spp corta o segmento AC' num ponto
N tal que A« N x C (figura abaixo, a direita). Os pontos M e N pertencem as
retas AC e BD. Como estas retas sdo distintas, devemos ter M = N. Logo, o
ponto M pertence aos segmentos AC' e BD, ou seja, os segmentos AC' e BD
se interceptam.

D C D C D c

A B A B A B

11.13. Defina retdngulo. Existe retdngulo na geometria euclidiana?

Resposta:

Retangulo é um paralelogramo que tem os quatro angulos retos. Existe retidngulo
na geometria euclidiana. Para provar isto, construa um retdngulo, justificando cada
passo da construgao.
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11.15. Na auséncia do axioma de congruéncia de tridngulos vocé pode dizer que, se os
quatro dngulos de um quadrildtero sdo retos, entdo ele é um retdngulo? [Ndo; dé
contra-exemplo no modelo de Moulton]

Resposta:

N3ao. Construa um quadrildtero no modelo de Moulton com os quatro angulos retos.
Para isto, comece com uma reta quebrada, escolha um ponto conveniente, trace por
ele duas perpendiculares a reta quebrada e complete o quadrilatero com os quatro
angulos retos. O quadrildtero ndo é paralelogramo porque tem dois lados opostos
que ndo sdo paralelos.



Roteiro 12

Geometria Hiperbdlica: Topicos
basicos

Axioma de paralelismo de Lobatchevsky (APL). Soma dos dngulos de um trian-
gulo. Nao existe retangulo. Nao existem tridngulos semelhantes que ndo sejam
congruentes. Cinco casos de congruéncia: LAL, ALA, LLL, LAAe AAA.

Introducido. Como vimos antes, na geometria neutra sao validos todos os axio-
mas introduzidos exceto os axiomas de paralelismo. A existéncia de paralela a
uma reta dada por um ponto dado é um teorema da geometria neutra. A questdao
da unicidade de paralela € indecidivel na geometria neutra. Quando admitimos
a unicidade, temos a geometria euclidiana; quando admitimos a nao-unicidade
temos a geometria hiperbdlica.

O enunciado da unicidade de paralela é de carater universal: Vr e VP ¢ r, a para-
lela a r por P é unica. O enunciado da ndo-unicidade, por ser a negacdo daquela,
¢ de cardter restrito: Ir e AP ¢ r tais que, por P passam mais de uma paralela a
r. Este é o axioma de paralelismo da geometria hiperbdlica. Felizmente, é possi-
vel provar a universalidade desta propriedade: Vr e VP ¢ r, por P passam mais
de uma paralela a r.

Os teoremas da geometria neutra sao também teoremas das geometrias euclidiana
e hiperbdlica. Ja os teoremas que dependem dos respectivos axiomas de parale-
lismo, sdo exclusivos de cada uma das. geometrias. Por exemplo, na geometria
euclidiana, a soma dos angulos de qualquer tridangulo € = 180°; na hiperbdlica é
< 180. Como vimos, na geometria neutra esta soma ¢ < 180°.

Na geometria neutra, a questdo da existéncia de retangulo € indecidivel; ela de-
pende do axioma de paralelismo que se adota. Na geometria euclidiana existe re-
tangulo; na geometria hiperbdlica ndo existe retangulo. Outra questdo indecidivel
na geometria neutra € a da existéncia de tridangulos semelhantes (dngulos corres-
pondentes iguais e lados correspdndentes proporcionais): na geometria hiperbo-
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lica ndo existem tridngulos semelhantes que ndo sejam congruentes; na geometria
euclidiana existem tridangulos semelhantes que ndo sdo congruentes. Outro fato
interessante € que retas paralelas sdo eqiiidistantes na geometria euclidiana, mas
ndo o sdo na geometria hiperbodlica. Ainda sabre paralelas, na geometria hiper-
bélica para algumas retas paralelas ndo existe perpendicular comum, para outras
existe perpendicular comum; ndo pode existir mais de uma perpendicular comum
a duas retas, porque sendo existiria retingulo. Como veremos, estes sdo apenas
alguns dos fatos que distinguem uma geometria da outra. No Roteiro 10, enun-
ciamos mais de vinte teoremas que sdo equivalentes ao Axioma de Paralelismo
de Euclides. Eles sao exclusivos da geometria euclidiana; as suas negacoes sao
teoremas exclusivos da geometria hiperbdlica.

Os axiomas da geometria hiperbdlica sdo, pois, todos os axiomas da geometria
neutra, mais o axioma de paralelismo de Lobatchevsky.

Axioma 14. Axioma de paralelismo de Lobatchevsky (APL). Existe uma reta r e
existe um ponto P fora de r pelo qual passam mais de uma paralela a reta r.

O APL € anegacdo do APE. Observemos que o "quantificador universal"qualquer
que seja ou para todo, que se costuma denotar por V, que aparece no APE, é
substituido pelo "quantificador existencial"existe pelo menos um ou existe um,
denotado por 3. O APL € de cariter restrito: ele garante a existéncia de uma
reta e de um ponto com a propriedade de paralelismo enunciada. Felizmente, a
propriedade de ndo-unicidade de paralelas € universal, como provaremos.

Item 12.1. Universalidade da ndo-unicidade de paralelas. O APL tem o seu
enunciado de ndo-unicidade de paralela restrito a uma reta e a um ponto. Mostra-
remos aqui que esta propriedade € universal: a ndo-unicidade de paralela vale para
toda reta e todo ponto fora da reta. No Roteiro 10, vimos como o APE Restrito
implica o APE. Agora, como veremos, a universalizacio da propriedade de ndo-
unicidade de paralela decorre facilmente do fato de que o APE Restrito implica o
APE, teorema este demonstrado na Geometria Neutra.

Teorema 12.1. Teorema da universalidade da ndo-unicidade de paralela. Na
Geometria Hiperbolica, qualquer que seja a reta r e qualquer que seja o ponto P
fora de r, existem mais de uma paralela a r por P.

Demonstragdo. Por absurdo. A negacdo da tese é: Existe uma reta r e existe um
ponto P fora de r tais que a paralela a r que passa por P é uinica. Vimos no
Roteiro 11 que este é precisamente o enunciado do APE Restrito. Vimos também
que, na Geometria Neutra, o APE Restrito implica o APE, que é a negacdo do
APL. Portanto, a negacdo da tese contraria o APL. Logo, a tese é verdadeira. [
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Observacdo. Nao se iluda o leitor pensando que este teorema € facil. Esta de-
monstiucdo ficou simples porque a parte mais trabalhosa e dificil, que € provar
que o APE Restrito implica o APE, foi feita no Roteiro 11.

Item 12.2.

Teorema 12.2. Teorema de existéncia de um triangulo com soma dos dngulos
180°. Existe um triangulo cuja soma dos dngulos é menor que 180°.

Demonstragdo. Construiremos um tridngulo cuja soma dos angulos € estritamente
menor que 180°.

Tomemos uma reta r e um ponto A fora de r. Primeiro construimos uma paralela s
a r pelo método das perpendiculares. Assim, e s sdo perpendiculares a AB (B é
pé da perpendicular baixada*de A a r, figura abaixo). Seja ¢ outra paralela a r por
A. Dois dos angulos que ¢ faz com s € agudo. Seja § = N AM o angulo indicado
na figura, sendo M em s e N em t. Pela Proposicao F do Roteiro 11, existe um
ponto P em r, como indicado na figura, de modo que o angulo « = BP A é menor

que f.

t Mt Mt M
S s S
B B B
AN N Y
o «Q N «
r r r
B P B P B P
a<f a=p a>f

Na figura acima, que ilustra a demonstragdo, exibimos as trés alternativas para a
posi¢do da semi-reta S4y. Na figura da esquerda, Say — {A} estd no interior
do angulo PAM. Na figura do meio, S4n passa pelo ponto P, o que ndo é
possivel, pois ¢ é paralela a reta r. Na figura da direita, S,y — { A} estd no interior
do angulo BAP, o que também ndo € possivel, pois S4y cortaria o segmento
BP, pelo teorema da semirreta do interior de um angulo (Roteiro 7), contrariando
o fato de que ¢ € paralela a . Resta, pois, a alternativa ilustrada na figura da
esquerda, em que Sqy — {A} estd no interior do dngulo PAM. Sendo assim,
temos 5 + v < 90° donde o + v < 90°(porque o < [3). Logo, a soma dos
angulos do tridngulo retdngulo AABP é menor que 180°. Construimos, assim,
um triangulo cuja soma dos dngulos é < 180°, demonstrando o teorema. U

Observacgdo. A parte dificil desta demonstragdo, a prova da Proposicao F, foi feita
no Roteiro 11.

{item:12:2}
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Item 12.3.

Teorema 12.3. Teorema da soma dos angulos de um triangulo na Geometria
Hiperbdlica. Todo triangulo tem soma dos dngulos menor que 180°.

Demonstragdo. Na geometria neutra e, portanto, na geometria hiperbdlica tam-
bém, todo tridngulo tem soma dos angulos < 180°. Suponhamos que existe um
triangulo com soma dos angulos igual a 180°. Entdo, pelo Teorema A do Roteiro
11, todo tridngulo tem a soma dos angulos igual a 180°, o que contraria o teo-
rema de existéncia de um triangulo com soma dos angulos < 180°. Portanto, nao
pode haver triangulo com soma dos angulos igual a 180°. Logo, na geometria
hiperbdlica, todos os tridngulos t€ém soma dos angulos < 180°. U

Observagdo. Este teorema também ndo € facil. A parte mais dificil € a demons-
tracdo do Teorema A do Roteiro 11, que foi feita naquele roteiro.

Item 12.4.

Teorema 12.4. Teorema da soma dos dngulos de um quadrildtero. A soma dos
dangulos de qualquer quadrildtero convexo é < 360°.

Demonstragdo. Basta observar que a soma dos angulos do quadrilatero € igual
a soma dos angulos dos dois tridngulos em que o quqdrildtero fica decomposto
por uma diagonal. Que a diagonal do quadrilatero estd contida no interior de cada
angulo interno é uma conseqiiéncia do axioma de separacdo do plano. Veja a Lista

de Exercicios n. 9. [
Quadrilatero convexo Quadrilatero ndo-convexo
Item 12.5.

Teorema 12.5. Teorema da nao existéncia de retdngulo. Ndo existe retangulo.

[sSN

Demonstragcdo. Decorre do teorema da soma dos dngulos de um quadrilétero, j
que a soma dos angulos de um retangulo é 360°.

[

Item 12.6.

Teorema 12.6. Teorema da ndo existéncia de tridngulos semelhantes. Ndo exis-
tem tridngulos semelhantes que ndo sejam congruentes, ou melhor, triangulos
semelhantes sdo congruentes.

{item:12:3}
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Demonstracdo. Dois triangulos sdo semelhantes se existe uma correspondéncia
entre os vértices de modo que angulos correspondentes sdo iguais e lados cor-
respondentes sdo proporcionais. Suponhamos, por absurdo, que existam dois tri-
angulos semelhantes e ndo congruentes AABC e AA'B'CY; sendo = A=A,
B=PBeC =C" Nio pode existir lado de um tridngulo igual ao lado correspon-
dente do outro, sendo os tridngulos seriam congruentes, pelo caso ALA. Entio,
dois lados de um dos tridngulos devem ser menores que dois lados corresponden-
tes do outro, digamos, A’B’ < AB e A'C' < AC. Tomamos em AB ¢ em AC
os pontos B’ e ', respectivamente, de modo que AB” = A'B'e AC" = A'C".
Pelo caso LAL, AAB"C" = AA'B'C". Usando o fato de que o + 3 = 180 e que
o = B' = B, obtemos B + f = 180. De maneira analoga, obtemos C +6 = 180.
Resulta entdo que a soma dos angulos do quadrilatero BC'C” B” € 360°, o que nao
pode acontecer na geometria hiperbdlica. O]

Cl O//

B/
B/ A/ B B// A

Item 12.7. Caso de congruéncia AAA. Na geometria hiperbdlica, AAA € caso
de congruéncia de tridngulos.

Demonstragdo. Decorre imediatamente do teorema da ndo existéncia de triangu-
los semelhantes. O

Dos casos de congruéncia da geometria neutra e do ultimo teorema decorre gee, na
Geometria Hiperbdlica, existem cinco casos de congruéncia de tridngulos: LAL,
ALA, LLL, LAAe AAA.

Observacdo. Um contra-exemplo para o caso ALL pode ser construido na geo-
metria neutra, portanto este nao é caso de congruéncia também em nenhuma das
outras duas geometrias.

Item 12.8. No diagrama abaixo, mostramos a hierarquia dos teoremas abordados
neste roteiro.

{item:12:7}

{item:12:8}
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{Dia:12:08}

[ APL } [ APE Restrito ]

)

[ Teorema de Universalidade de nao-Unicidade de Paralela }

[Proposigéo I do Roteiro 11} [ Proposicio da Semirreta do Interior de um Angulo ]

| |

[Teorema da Existéncia de um Triangulo com Soma dos Angulos < 1800]

[ Teorema A do Roteiro 11 ]

|

[ Teorema da Soma dos Angulos de um Triangulo }

|

[ Teorema da Soma dos Angulos de um Quadrilatero J

|

[Teorema da nao Existéncia de Reténgulo]

[ Teorema da nao Existéncia de Tridngulos Semelhantes ]

[ Caso de Congruéncia AAA ]




Roteiro 13

Geometria Hiperbolica: Retas
paralelas

Retas paralelas nio sdo eqiiidistantes. Nao existem retas eqiiidistantes. Retas
paralelas que admitem uma perpendicular comum. Paralelas-limites e angulo de
paralelismo. Varia¢do do angulo de paralelismo. Classificacdo de retas paralelas.
Modelo de Poincaré.

Retas paralelas ndo sdo equidistantes

O lema seguinte, que pode ser provado na geometria neutra, serd ttil para o estudo
que vamos fazer neste roteiro.

Item 13.1.

Lema 13.1. (GN) Lema do quadrildtero com dois dngulos retos. Seja ABC'D
um quadrildtero em que A e D sdo dangulos retos. Entdo

(a) se AB =CD, entdo B = C;
(b) se AB < CD, entdo C < B;
(c) se C < E, entdo AB < CD.

Demonstragcdo. Na parte (a), tem-se o que se chama de quadrildtero de Saccheri
(dois angulos retos e dois lados iguais; figura abaixo, a esquerda). Para provar que
AB =Y, traga-se a perpendicular unindo os pontos médios M e N dos lados AD
e BC, constréi-se os quatro tridngulos indicados na figura abaixo, a direita. Tra-
balhando com congruéncia de tridngulos, primeiro com os tridngulos inferiores
(caso LAL) e depois com os tridngulos superiores (caso LLL), o leitor ndo terd
dificuldade em provar que os angulos B e C' sdo iguais, como soma de angulos
iguais. (Eles sdo retos na geometria euclidiana e agudos na geometria hiperbé-
lica).
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N

A U p A " T " D

Parte (b). Tomamos o ponto M em C'D de modo que DM = AB. Entdo BADM
€ um quadrilatero de Saccheri e, pela parte (a), os angulos a e R sdo iguais (figura
abaixo, a direita). Precisamos mostrar que a sergi-reta Sy estd no interior do
angulo ABC porque assim teremos o seguinte: B > « e 8 € ngulo externo do
triangulo BM C'. Portanto, 3 > 7, donde B > v que é o que queremos provar.

C C
v

B B M
a 8

A D A D

Para mostrar que, de fato, a semi-reta Spz), estd no interior do angulo ABC), basta
mostrar que o ponto M estd no interior deste angulo. Para isto, basta mostrar que
D esté no interior do angulo ABC, pois entdo o segmento C'D, sem o ponto C,
também estard, e como M € um ponto do interior de C'D, M estard no interior do
angulo ABC.

(1) D € Hj. Basta provar que o segmento AD ndo corta a reta BC'. Para provar
isto, sejam H; e H, os semiplanos determinados pela reta BM. Admitindo
que D € Hy, teremos C' € H,, pois o segmento C'D corta BM. Portanto, o
segmento BC, sem o ponto B, estd contido em Hy. Como AD || BM, AD
estd contido em H;. Logo, AD nio corta BC.

(2) D € H§,. Imediato, pois DC' € paralelo a reta BA.

De (1) e (2) decorre que D estd no interior do angulo ABC'. Portanto, M também
estd no interior deste angulo, ja que M pertence ao segmento C'D.

Parte (c). Sendo C < E, queremos provar que AB < C'D. Por absurdo, se fosse
AB = CD, pela parte (a) terfamos C' = B; se fosse AB > C'D, pela parte (b)
terfamos B < C. O

Item 13.2.
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Teorema 13.2. Na Geometria Hiperbdlica, ndo existem retas eqiiidistantes. Ndo
pode haver mais de dois pontos de uma reta s que estejam a igual distancia de
uma retar.

Demonstragdo. Por absurdo, suponhamos que existam A, B e C' em s tais que
os segmentos AA’, BB' e C'C’, perpendiculares a 7, sejam iguais, como mostra
a figura. Os trés quadrilateros AA'B’'B, BB'C'C' e AA'C'C sao quadrilateros
de Saccheri (os dois lados perpendiculares a s sdo iguais). Pelo Lema do qua-
drildtero com dois angulos retos, os outros dois angulos de cada quadrildtero sdo
iguais. Com isto, os quatro angulos «, 3, 7, 0 sdo iguais e, como [ + v = 180,
segue-se que os quatro angulos sdo retos, o que ndo pode acontecer na geome-
tria hiperbdlica, pois ndo existe retangulo. Logo, ndo podem existir 3 pontos de s

equidistantes de 7. [
< A B C
« Bl 3
,
A/ B/ C/
Item 13.3. Dada uma reta r, como € o conjunto dos pontos que estdo todos

a uma mesma distancia de »? Nao pode ser uma reta, pois nao existem retas
equidistantes. Daremos um exemplo no modelo de Klein.
No Roteiro 8, definimos a distancia de Klein, dx (A, B), entre dois pontos de

Klein A e B, pela expressao:
AP - BQ
In| ——5=
AQ - BP

sendo P e () as extremidades da corda que contém A e B (In significa logaritmo
neperiano).

di (A, B) = (1/2)

{item:13:3}
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No modelo de Klein, cujos pontos sdo os pontos interiores da circunferéncia 2 +
y* = 1, vamos determinar o lugar dos pontos X = (xg, o), com o > 0, cujas
distancias a reta de Klein r de equagdo y = 0 € 1. Para calcular a distancia de um
ponto X = (xg,¥o) ao ponto A = (z0,0), pé da perpendicular baixada de X a
r, observamos que a interseccdo da reta AX com a circunferéncia sdo os pontos

P = (zg,—/1—23) e Q = (x9,/1 — 22
Q

X

A
X

& . p= mo,—«/l—:B%)
@

P

A distancia de X a A € dada por

- (E540) - ()

Portanto, para determinar os pontos X = (¢, o) cuja distdncia a A = (x0,0) é
1, devemos resolver a equagao

1
2

In \/1_517(2)‘1’.%

1—$(2)—y0

In —x—— L~ 6+ o

1_x(%_y0

=1

ou

=2

Como o numerador da fragdo € maior que o denominador, a fracao € maior que 1,
o logaritmo € positivo e 0 médulo pode ser retirado. Obtemos, entdo,

/1 2
x0+y0_62 (1)

1—1’3—1/0

\J1—23+yo=é (\/1—1:(2)—3/0) (2)
(€ = 1)y/1 a5 = (¢ + L)y (3)
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(® = 1)*(1 —a3) = (e + 1)°y5 (4)
e,finalmente
2
B4 L =1 (5)
(62+1)

Isto mostra que os pontos X = (zg, 4o), sendo yo > 0, estdo na metade superior
da elipse cartesiana de semi-eixos 1 e 2;3 (aproximadamente 0,76). Resta saber
se todo ponto e 2 + 1 da semi-elipse superior satisfaz a equacdo original. Isto
acontece porque as operacdes algébricas requeridas para ir da equacdo (5) para a
(1) fazem retornar as mesmas equacdes (0 passo critico € o que vai de (4) para
(3): ao se extrair a raiz quadrada de ambos os membros de (4) obtemos a equacao
(3) e outra equacdo com um sinal negativo no primeiro membro; acontece que
esta nova equacdo ndo tem solucdes, do que resulta que toda solugdo de (4) é
solucdo de (3)). A figura abaixo ilustra a elipse completa. Isto significa que o
lugar dos pontos cuja distancia de Klein areta r € 1 € uma curva. Como se vé, isto
€ diferente do que acontece na geometria euclidiana, em que o lugar dos pontos
eqiiidistantes de uma reta € uma reta paralela a ela. Como vimos, na geometria
hiperbdlica ndo existem retas eqiiidistantes.

Y

A elipse, sem 0s pontos que
estdo na cirumferéncia, € o
lugar dos pontos de Klein

x cuja distancia de Klein a reta
rél.

0.76

Retas paralelas que admitem uma perpendicular comum

Item 13.4. Existem retas paralelas que admitem uma perpendicular comum?

Sim. O processo de construcdo é o das perpendiculares, que vale também na geo-
metria neutra. Por um ponto de urna reta r, levantamos uma perpendicular ¢. Por
um ponto A de ¢, levantamos uma perpendicular C'D a s, D em s. Pelo Teorema
dos angulos alternos-internos, s € paralela a r, tendo ¢ como perpendicular a am-
bas. Uma questdo adicional € a seguinte: como construir por A outra paralela a

{item:13:4}
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r? Por outro ponto C' de s baixamos uma perpendicular CD a r, D em r. Por
A, baixamos uma perpendicular AR a C'D, E em CD. Pelo Teorema dos adngu-
los alternos-internos, AR € paralela a BD, sendo £ D uma perpendicular comum
as retas AF e BD. Por que AR é diferente de AC'? Porque se AFE coincidisse
com AC', ABDC seria retangulo, o que ndo existe na geometria hiperbdlica. Se
a construgdo estivesse sendo feita na geometria euclidiana, AR coincidiria com
AC.

A s A C s
E

B B D

Nao se precipite o leitor pensando que duas retas paralelas sempre t€m uma per-
pendicular comum.

Item 13.5. Exemplo de retas paralelas que admitem perpendicular comum e de
retas paralelas que ndo admitem perpendicular comum, no modelo de Klein.

A figura abaixo, 4 esquerda, exibe, no modelo de Klein, uma reta , que é um
diadmetro, e um ponto A fora de r, que estd no didmetro perpendicular a » [No caso
de diametro, perpendicular de Klein é o mesmo que perpendicular cartesiana].
Uma das paralelas a r por A, a reta s, é obtida pelo método das perpendiculares:
ela é perpendicular a reta AB que, por sua vez, € perpendicular a r. Portanto, r
e s admitem uma perpendicular comum. Na mesma figura, duas paralelas a r por
A se destacam, as representadas pelas cordas que terminam em P e (), que sdo
as extremidades da corda que representa . Elas sdo chamadas paralelas-limites
porque separam a regido que contém as retas paralelas a r que passam por A da
regido que contém as retas que passam por A que nado sdo paralelas a . Como
veremos, essas retas formam com AB angulos iguais, indicados por « na figura e
denominados dngulos de paralelismo.
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O pélo de uma corda cartesiana € o ponto de interse¢do das retas tangentes a
circunferéncia pelas extremidades da corda (isto € feito fora do circulo de Klein).
Um diametro ndo tem pélo porque as tangentes pelas extremidades sdo paralelas.
Prova-se que, no modelo de Klein, duas retas de Klein sdo perpendiculares se e
somente se o prolongamento cartesiano de uma passa pelo pélo da outra. Quando
uma das retas € diametro, perpendicular no sentido de Klein € o mesmo que no
cartesiano.

Q/

Na figura do meio, acima, a reta C'D é perpendicular a r e a s, porque o seu
prolongamento cartesiano passa pelos polos das cordas. Essas retas paralelas que
admitem urna perpendicular comum tém as seguintes propriedades. C'D € o tinico
segmento perpendicular comum as retas paralelas r e s, pois s6 existe uma reta
cartesiana que. passa pelos dois pélos. Como veremos na teoria, € o menor dos
segmentos que se pode tracar ligando ponto de s a ponto de r. Também, se C' é
ponto médio do segmento M'N' e os segmentas MM e N’ N sdo perpendiculares
a r, entdo os comprimentos de M'M e N'N sdo iguais. Outro fato é o de que
o comprimento de M’'M (distancia de M’ a r) cresce quando M’ tende para a
extremidade da corda, tendendo para infinito, 0 mesmo acontecendo com N’'N
(todos esses, sdo fatos que serdo provados em abstrato na geometria hiperbdlica).
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M/

J4 com as retas paralelas-limites acontece o seguinte:

i Nao existe uma perpendicular comum a duas retas paralelas-limites. Na figura
acima, a direita, as retas m e n sdo paralelas-limites; os seus polos estio numa
mesma tangente a circunferéncia - por serem as tangentes perpendiculares ao
raio que toca o ponto de tangéncia - e, assim, a Unica reta que une os dois
p6los ndo passa pelo interior da circunferéncia.

ii A distancia entre pontos de duas retas paralelas-limites tende para zero ou
para infinito, conforme o sentido com que o ponto de uma delas tende para
infinito. Dizemos que as paralelas-limites sdo assintdticas no sentido em que
a distancia entre elas tende para zero. O sentido de uma reta € definido por um
sistema de coordenadas dado pelo axioma da régua. Outro fato é o de que ndo
existem dois pontos de uma delas que sejam eqiiidistantes da outra.

{item:13:6} Item 13.6.

Teorema 13.3. Teorema das retas que admitem perpendicular comum. Quando
existe um segmento perpendicular comum AB as retas paralelas s e r tem-se:

(a) ele é tinico,
(b) é o menor segmento que liga pontos de s a pontos de r;

(c¢) para cada ponto C de s, seja C' o ponto de s, na ordem C' x B x C, sendo
C'B = CB; entdo C' e C sdo eqiiidistantes de r;
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(d) a distancia de cada ponto de s a r cresce a medida que o ponto se afasta de
B, tanto para um lado quanto para o outro (cresce tendendo para infinito?)

Demonstragdo. (a) Nao pode haver dois segmentos perpendiculares comuns a r e
s, porque ndo existe retangulo na geometria hiperbdlica.

(b) Seja C' um ponto de s. Baixamos uma perpendicular C'D a r. No quadrilatero
ABCD, o angulo C' é agudo (pois a soma dos angulos é menor que 360°). Pelo
Lema do quadrilatero com dois angulos retos, temos AB < C'D (tem-se também
AD < BC). Como o segmento de qualquer obliqua € maior que o segmento de
qualquer perpendicular, segue-se que AB € o menor dos segmentos com extremos
emser.

B C
k S
”

A D

(c) Seja agora C’" um ponto de s na ordem C’ x B x C, sendo BC' = BC'. Seja
C'D’ o segmento perpendicular a . Queremos mostrar que C'D’ = C'D (figura
abaixo). Pelo caso de congruéncia LAL, NABC = NABC’. Agora, pelo caso
LAA, temos ACAD = AC'AD’. Portanto, C'D’ = CD.

(d) Seja agora um ponto F de s, mais afastado de B que C, na ordem B %« C' x F
(figura abaixo). No quadrildtero DC E'F’, o angulo C', que é obtuso, € maior que o
angulo F, que € agudo. Logo, pelo Lema do quadrilatero com dois angulos retos,
CD < EF. No outro lado de B, o mesmo acontece, em virtude do item (c). A
figura a direita € melhor para destacar os segmentos de maiores comprimentos.
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E
C
B o B, B
r r
A D F A D F

O

Item 13.7. Um exemplo para ilustrar o Teorema das retas que admitem perpendi-
cular comum, no modelo de Klein.

No modelo de Klein, consideremos as retas r e s, de equagdes cartesianas y = (
e y = 2/3, respectivamente. Verifiquemos o que acontece com a distdncia de um

ponto X = (x0,2/3) de s a r, que é o comprimento da perpendicular X A, no
modelo de Klein, sendo A = (¢, 0).

Q
@\N

i
P

Usando a expressao da distancia dada no item 2, a distancia de X a A € dada por

Um ponto de intersecgdo da reta s com a circunferéncia é N = (1/5/3,2/3).
Quando X tende para NN, a abscissa z( tende para V5 /3. Entdo, o numerador
da frac@o tende para 4/3, o denominador tende para 0 e a fragdo tende para oc.
Portanto, a distancia tende para infinito. Como € fécil de perceber, para cada ponto
X, a direita de M, existe um ponto X', a esquerda de M, cuja distdncia a r € a
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mesma que a distancia de X a r, de modo que, quando X' tende para o extremo
da corda s, a distancia de X’ a r tende também para oco.

Paralelas-limites e adngulo de paralelismo

Nesta secdo, definiremos retas paralelas-limites. Para provar que elas existem,
precisamos utilizar a continuidade dos niimeros reais. Ha vdrias maneiras de ex-
pressar esta continuidade. Uma delas € a propriedade do supremo de um conjunto
de numeros reais.

Item 13.8. Supremo de um conjunto de nimeros reais.

Consideremos os seguintes intervalos de nimeros reais: A = [0,30) e B = [0, 30].
O primeiro € aberto a direita (o nimero 30 ndo pertence a A) e o segundo ¢ fe-
chado a direita (o numero 30 pertence a 3). Uma cota superior para um conjunto
K de niimeros reais € um nimero c tal que x < c para todo x € K. Um conjunto
¢ limitado superiormente se possui cota superior. Os conjuntos A e B sio li-
mitados superiormente pois possuem cota superior, por exemplo, 30 ou qualquer
outro nimero maior que 30. O ndmero 30 é a menor das cotas superiores para A
e para 5. Um niimero a é a menor cota superior ou supremo para um conjunto
K se

(i) a € uma cota superior para K e

(i1) nenhum ndmero b < a é cota superior para K; equivalentemente, se b < a
entdo existe k € K tal que k > b.

O supremo de um conjunto pode ou ndo pertencer ao conjunto. O numero 30,
supremo de A e de B, pertence a I3, mas nao pertence a A.

Existéncia de supremo: todo conjunto ndo vazio de nimeros reais limitado su-
periormente possui um € um s supremo.

A existéncia de supremo é uma propriedade fundamental do conjunto dos nimeros
reais. Numa apresentagdo axiomdtica dos nimeros reais ela € um axioma; numa
construcgao a partir dos niimeros naturais ela ¢ um teorema.

Item 13.9.

Definicao 13.1. Definicdo de semirretas paralelas-limites e de dngulo de parale-
lismo. Dados uma reta r e um ponto A fora de r, seja AB perpendicular a r, com
B em r, e seja Hy um dos semiplanos determinado por AB. Seja K o conjunto
das medidas dos dngulos 0 que as semirretas Sy com origem A, contidas em Hy e
que cortam r fazem com Sap:

K ={0; Sycortar}.

{item:13:8}

{item:13:9}
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4

O conjunto K é limitado superiormente. O nimero o = supremo de K ¢é de-
nominado dngulo de paralelismo associado a reta r e ao ponto A. A semirreta
contida em H, que tem origem em A e faz um dngulo o com Sap é denominada
semirreta paralela-limite a r pelo ponto A. No outro semiplano determinado por
AB definimos outra semirreta paralela-limite com o correspondente dngulo de
paralelismo.

Item 13.10.

Teorema 13.4. Teorema da semirreta paralela-limite. Seja r uma reta, seja A
um ponto fora de r e seja AB um segmento perpendicular a r, B em r. Seja H
um dos semiplanos determinados pela reta AB. Usamos a notacdo Si;heta para
indicar a semirreta contida em H, que faz um dngulo O com AB. Seja a o dngulo
de paralelismo e seja Sa a paralela-limite a r pelo ponto A. Entdo

(a) S, ndo cortar;
(b) Se B < «, entdo Ss corta r;

(c) Se vy > a, entdo Sw ndo corta r.

Demonstragdo. Seja AB uma perpendicular tragada de A a r, com B em r. Seja
s a perpendicular a AB por A; s é paralela a r por A. Para cada nimero 6 entre
O e 180 existe uma semirreta Sy com origem em A, com interior contido em H, e
que faz um angulo O com a semi-reta S 4 (figura abaixo).
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Dentre elas, consideremos as semi-retas Sy que cortam r. Seja K o conjunto dos
nimeros que sio as medidas dos angulos que essas semi-retas que cortam r fazem
com Sg:

K = {P; Sgcortar}.

B € < 90, K € limitado superiormente pelo nimero 90. O conjunto K também.
ndo é vazio pois, sendo C' € H, C' em r, a medida do angulo BAC' pertence a
K. Logo, K tem um supremo «. Pela definicdo de supremo, a tem as seguintes
propriedades:

(i) « € uma cota superior para K e

(i1)) nenhum ndmero menor que a € cota superior para K'; equivalentemente: se
8 < a, entdo existe § € K tal que 0§ > f5.

A figura abaixo mostra algumas semirretas tracadas pelo ponto A, a esquerda no
modelo de Klein e, a direita, em abstrato. No modelo de Klein, percebe-se o fato
de que a paralela limite S, separa as semi-retas Sg que cortam 7, das semi-retas
S., que sdo paralelas a 7.

A
Sq € paralela-limite a 7. S
Seq cortar, 8 < a.
A 87 S, éparalelaar, v > a. v a S'y
S A esquerda,
r @ delo de Klei
B Sﬁ no modelo de Klein. r ﬁ S,
A direita,
em abstrato. B SB C

Passemos a demonstracdo das propriedades enunciadas.

(a) A semirreta paralela-limite S, ndo corta r. De fato, se S, cortasse r num
ponto M, tomarfamos um ponto N a direita de M (B x M % N) e teriamos
uma semi-reta S,y cortando r, fazendo um angulo 5 com S 45 maior que a.
Teriamos entdo em K um nimero /5 maior que «, contrariando o fato de que
a € supremo de K. Veja a figura abaixo, a esquerda.

(b) Se B < «, entdo Sg corta r. Pois, como 3 < «, entdo (3 ndo € cota superior
para K, porque a € a menor cota superior de K. Logo existe # pertencente a
K tal que 6 > [ (dizer que 6 estd em K € dizer que Sy corta r). Como Sy
corta r, decorre do Teorema da semi-reta do interior de um angulo (Roteiro 7)
que S corta r. Figura abaixo, 4 direita.
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(c) Sey > a, entdo S, ndo corta r, pois se cortasse, S, também cortaria r, pelo
Teorema da semi-reta do interior de um angulo, contrariando o fato de que S,
¢ paralela a r.

A semirreta S, separa a regido das semi-retas por A que cortam r da regido das
que ndo cortam, situadas de um lado de AB. E em virtude destas propriedades
que denominamos S, de semi-reta paralela-limite a r pelo ponto A. Observemos
que do outro lado de AB existe uma outra paralela-limite a . De cada lado de
AB existe apenas uma semirreta paralela-limite a r, porque a menor cota inferior

de um conjunto € tnica. [
A A
s = s
Q \\\\\ Sa
Sa \\\\\ Sﬁ S@
r > r
B cC M N B

S, ndo pode cortar r 8 < «, entdo S, corta r

Perguntas: Pode o angulo de paralelismo ser 90°? Nao, pois se fosse 90°, pelo
ponto A, passaria apenas uma paralela a r. O angulo de paralelismo tem o0 mesmo
valor, independentemente das posi¢des da reta e do ponto A? Ou melhor, se r’ e
A’ séo distintos de r e A, entdo o dngulo de paralelismo ¢ associado a r e A é igual
ao Angulo de paralelismo o’ associado a r’ e A’? Resposta: em geral « € diferente
de o/, mas a = o’ quando a distancia de A a r é a mesma que a distdncia de A’ a
. E o que diz o teorema seguinte.

Item 13.11.

Teorema 13.5. O dngulo de paralelismo associado a reta r e ao ponto A s6
depende da distdncia de A ar (ou seja, se a distdncia de A’ ar' é igual a distdncia
de A ar, entdo os dngulos de paralelismos associados a cada um dos pares sdo
iguais).

Hipétese: A’ estéd forade 1’ e A estd forade r; d(A', ") = d(A,r); a = dngulo de
paralelismo associado a r ¢ A, o' = angulo de paralelismo associado a ' e A'.
Tese: o = /.

Demonstracdo. Sejam B e B’ os pés das perpendiculares baixadas de A a r e de
A" ar’, respectivamente e sejam S,,, e S/, paralelas limites associadasa Aerea
A’ e r’, respectivamente.
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A A A
o S, \ S, S,
[0
T r’ T r’
B B C B

Suponhamos que o/ < «. A semi-reta que passa por A fazendo um angulo o/
com SAB corta r em um ponto C, pois S, é paralela limite. Tomemos um ponto
C’" em 1’ de modo que B'C' = BC, como mostra a figura. Pelo caso LAL de
congruéncia de tridngulos, AABC = AA'B'C’. Portanto, o angulo B’A'C" é
igual a o/, donde S!, = Sac 0 que é impossivel, pois S!,, € paralela a r. Portanto,
ndo pode ser o/ < «. De maneira andloga, também nao pode ser o’ > «a. Logo,
o = a. O

Decorre deste Lema que o angulo de paralelismo a da paralela-limite situada
no lado esquerdo da reta AB é igual ao da direita (figura abaixo).

Mostraremos, agora, que o angulo de paralelismo a associado a A e a r, como
fungdo a(y) da distancia y de A a r, é continua e decrescente. Quanto maior a
distancia, menor € o angulo de paralelismo.

Item 13.12. Teorema da variagao do angulo de paralelismo. Sejam r umaretae A
um ponto fora de r. Seja B o pé da perpendicular ¢ baixada de A a . Denotemos
por y a distincia de A a B e por a(y) o adngulo de paralelismo associado a A e
r, A em t. Entdo a(y) é uma fungdo continua e decrescente, para 0 < y < oc.
Quando y — 0, a(y) tende para 90 e quando y — oo, a(y) tende para 0.

Demonstracdo. (a) Quando y — 0, o dngulo de paralelismo «(y) tende para 90.

Na figura abaixo, y € a distdncia do ponto A aretar, B € o pé da perpendicular
baixada de A ar. Seja 0 < a(y) e seja C' o ponto em que a semi-reta Sy, que
faz um angulo 6 com Sy, corta r. O angulo a(y) que a paralela limite S,
faz com S4p € a menor cota superior (supremo) para o conjunto dos angulos
6. A soma dos angulos do tridngulo AABC' € 90 + O + C. Mantidos fixos
os pontos B e C, e fazendo y tender para 0, o ponto A tenderd para o ponto
B. Mostraremos que, ao fazer isto, a soma dos angulos do tridngulo tendera

{item:13:12}
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para 180, donde a soma # + AC' tenderd para 90 e, como o ¢ tendera para 0,
o Angulo 6 tendera para 90. Isto fara com que o dngulo de paralelismo a(y),
que € a menor cota superior para o conjunto dos nimeros #, também tenda
para 90.

Para o que queremos fazer, ao invés de trabalhar com a soma dos angulos
do AABC, é melhor trabalhar com a diferenga entre 180 ¢ a soma dos seus
angulos, um conceito denominado de deficiéncia do tridngulo, denotada por
def(AABC'). Quanto menor a deficiéncia, maior é soma dos angulos do
triangulo. Assim,

def(AABC) = 180 — (21 + B+ 6) .

A partir do AABC' construiremos uma seqiiéncia de tridngulos AP1BC,
AP2BC, ..., com os pontos P, P,, , se aproximando de B, cada um com
deficiéncia igual & metade da do anterior. O primeiro tridngulo AP, BC' €
construido tracando-se a bissetriz C'P; do C' (figura abaixo, a esquerda).

E ficil provar a propriedade da aditividade da deficiéncia: quando se decom-
poe um tridngulo por um segmento que liga um vértice ao lado oposto, da
maneira como foi feita com o0 AABC, tem-se

def(AABC) = def(AP,BC) + def(AAP,C).

Agora, tragando-se P; D perpendicular a AC (figura do meio), temos AP, DC' =
AP, BC, pelo caso LAA; logo,

def(AAP,C) = def(AAP,D)+def(AP,DC) = def(AAP, D)+def (AP, BC).
Voltando a primeira igualdade obtemos

def(AABC) = def(AP,BC)+def (AAP,C) = 2xdef (AP, BC)+def(AAP, D).
Desta ultima, obtemos

def(AP,BC) < (1/2) def(AABC).
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Com processo semelhante, obtemos (figura abaixo, a direita)

def(AAPC) < (1/2) def (AP, BC) < (1/4) def(AABC),

sendo C'P, a bissetriz do angulo B@Pl.

A
P F i{

B C
Recapitulamos a construgio feita. No segmento A B construimos uma seqiién-
cia de pontos Py, P, ... , P,, obtidos pela intersecao das bissetrizes de suces-
sivos angulos, seqiiéncia esta que tende para B. A deficiéncia do AP, BC' é
menor que (1/2") x AABC, tendendo, pois, para 0, quando n — oo. Como
conseqiiéncia, a soma dos angulos desses tridngulos tende para 180 e, como
a medida do angulo C' tende para zero, a medida do angulo 6 tende para 90.

Isto forca a(y) tender para 90 também, por ser cota superior do conjunto dos
ndmeros 6.

(b) «(y) é decrescente. Sejam y; = A1 B, yo = AsB, a1 = a(y1), as = a(yz), S1
paralela-limite associada a A; e r, S5 = paralela-limite associada a A5 e . Na
figura abaixo, A, D é perpendicular a S;. Prova-se (!) que S, € paralela-limite
associada a A, e S, com angulo de paralelismo que indicaremos por /3, de
medida < 90. Queremos mostrar que, sendo y; > 9, entdo a; < as. Como
£ < 90, temos ay + y > 90. Por outro lado, no AA1A2D, ai + y < 90; logo,
a1 +vy < 90 < ay + y, donde a; < as, como queriamos demonstrar.

A
D

4,18 S

(6] 512

B

(¢) a(y) é continua. Vamos mostrar que «(y) é continua num ponto qualquer
y1. Com as notagdes anteriores, queremos mostrar que, quando ys — y,
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teremos s, — 7. Esta propriedade caracteriza o conceito de continuidade
de a(y) no ponto y;. Quando A; — Aj, pelo item (a), p90, donde oy + y
tende para 90. Pelo argumento do item (a), a def(AA;DAs,) tende para 0,
quando A, tende para A;. Logo, a; + ~ tende para 90. Portanto, a diferenca
(ag +7) — (1 +7) = az — «a; tende para zero, donde vy — 3.

]

Item 13.13.

Teorema 13.6. Teorema da classificagdo de retas paralelas. Existem dois tipos
de retas paralelas: as que admitem perpendicular comum e as que ndo admitem
perpendicular comum. As retas paralelas que ndo admitem perpendicular comum
sdo as retas paralelas-limites. A distdncia entre retas paralelas-limites tende para
zero num sentido e para infinito no outro sentido.

Omitimos a demonstragao.

Item 13.14. Um exemplo para ilustrar o caso das paralelas-limites, no modelo de
Klein.

Na figura abaixo, no modelo de Klein,  é uma reta e s é uma paralela-limite
a r pelo ponto M, sendo R e S os pontos extremos da corda que representa s.
Sendo X um ponto de s, mostraremos que quando d (X, A) tende para 0 ou oo,
conforme X tenda para S ou R, respectivamente.




237

P

A equac@o cartesiana dareta s é y = —(2/3)x + 2/3 = 2/3(1 — x), que corta a
circunferéncia nos pontos R = (—5/13,12/13) e S = (1,0).

Um ponto X = (29, o) de s é da forma X = (z9,2/3(1 — x0)). Areta AX, com
A em r, perpendicular a r, corta a circunferéncia nos pontos P = (zg, —/1 — 22)

e Q = (zo, /1 — z2). Portanto,
| XP
" %o

dre (X, A) = % ‘m (XP'AQ)‘ = %

XQ- AP

1 ln\/l—m%‘i‘yo

2 1— a5 —yo

Agora, calculamos os limites de dx (X, A) quando X tende para R e depois
quando X tende para S.

Quando X tende para R, temos o — —5/13, yo — 12/13, o numerador da
expressdo de dy (X, A) tende para 24/13 e o denominador tende para 0. Logo,
dg (X, A) tende para occ.

Quando X tende para S, temos zg — 1, yo — O, o numerador e o denominador
da expressdo de dx (X, A) tendem ambos para 0 e temos uma indeterminagéo da
forma 0/0. Para "levantar a indeterminagao", dividimos numerador e denomina-
dor pela expressdo que contém a raiz quadrada e observamos que

Yo 1—.770 1—1’0 1—.1'0
\/1—1‘(2) \/1—1‘0 1-af Vl‘H”O

Quando zy — 1, esta ultima expressao tende para 0, o numerador e o denominador
da expressdo de di (X, A) tendem ambos para 1, o logaritmo tende para 0 e, assim,
dy (X, A) tende para 0, como querfamos mostrar.
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Item 13.15.  Modelo de Poincaré. A guisa de informacio, descrevemos as re-
presentacdes de ponto e reta no modelo de Poincaré para a geometria hiperbdlica.
Como no modelo de Klein, toma-se uma circunferéncia cartesiana C. Os pon-
tos de Poincaré sdo representados pelos pontos cartesianos do interior de C. J&
as retas sdo representadas por arcos de circunferéncia perpendiculares a circun-
feréncia C, sem os extremos. Os didmetros sdo também retas de Poincaré. Na
figura, abaixo estdo representadas duas retas paralelas-limites, uma por um arco
de -circunferéncia e a outra por um didmetro. Nao provaremos aqui que esta re-
presentacdo satisfaz todos os axiomas da geometria hiperbdlica.

{item:13:15
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13.1 Lista de Exercicios n. 13

A nao ser que esteja explicito em contrario no enunciado do exercicio, consideram-
se em vigor todos os axiomas da geometria hiperboélica: os axiomas da geo-
metria neutra mais o axioma de paralelismo de Lobatchevsky.

13.1. Qual é o enunciado do Axioma de Paralelismo de Lobatchevsky?

13.2. Como se prova que o APL é independente dos axiomas da Geometria Neutra? [use

o modelo cartesiano, que é um modelo para a geometria neutra também. |

13.3. Mostre que é falso: Se r e s sdo retas paralelas e t corta s num ponto P, entdo
t corta r. [Para mostrar que uma afirmagdo € falsa na GH, basta dar contra-exemplo no modelo de

Klein.]
13.4. Mostre que a transitividade de paralelismo ¢ falsa.

13.5. Mostre que é falso: Se duas retas paralelas r e s sdo cortadas por uma transversal,
entdo dngulos alternos-internos sao iguais.

13.6. Mostre que o quinto postulado original de Euclides é falso: Se duas retas sdo cor-
tadas por uma transversal de modo que a soma de dois dngulos colaterais internos
¢ < 180°, entdo as duas retas se cortam.

13.7. No modelo de Klein, dé exemplo de um dngulo e de um ponto P do seu interior
com a seguinte propriedade: ndo existe reta que passa por P e corta os dois lados
do dngulo, a ndo ser a que passa pelo vértice. Este é um contra-exemplo para a
afirmagdo xiii do Roteiro 11.

13.8. Dé um contra-exemplo para a afirmacgdo xviii do Roteiro 11: as mediatrizes dos
catetos de um tridngulo retdngulo se interceptam.

13.9. Em abstrato, como vocé constroi um tridngulo cuja soma dos dngulos internos é
< 180°?

13.10. Uma vez dem. onstrada a existéncia de um tridngulo cuja soma dos dngulos inter-
nos é < 180° como vocé prova que todo tridngulo tem soma dos dngulos internos
< 180°?

13.11. A partir do fato de que todo tridngulo tem soma dos dngulos < 180°, prove que
ndo existe retdngulo.

13.12. Dada uma reta qualquer e dado um ponto fora da reta, mostre como construir mais
de uma pamlela a reta pelo ponto dado. [Depois de construir uma paralela pelo método das

perpendiculares, levante uma perpendicular a reta dada por um de seus pontos e, pelo ponto dado, baixe uma
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13.13.

13.14.

13.15.

13.16.

13.17.

13.18.

13.19.

ROTEIRO 13. GEOMETRIA HIPERBOLICA: RETAS PARALELAS

perpendicular a esta iltima reta. Para demonstrar que esta iltima reta é diferente da paralela tragcada pelo

método das perpendiculares, use o fato de que ndo existe retangulo.]

Prove que ndo existem retas eqb'iidistantes. [Mostre que néo podem existir trés pontos de uma

reta que sejam eqiiidistantes da outra. ]

No modelo de Klein, cujos pontos sdo os pontos do interior da circunferéncia x> +
y? = 1, mostre que a distancia do ponto A = (0,1/2) ao ponto O = (0,0) é
di(A,O) = (1/2)In3. Determine o lugar dos pontos X = (x,y), acima do eixo
Oz, cuja distdncia a este eixo é (1/2)1n 3. [A. equagdo que vocé obteve é de uma elipse?]

Construa um quadrildtero com trés dngulos retos (quadrildtero de Lambert). Este
quadrildtero é um paralelogramo? Os lados opostos sdo iguais? [Prove que os lados
adjacentes ao dngulo agudo sdo maiores que os seus lados opostos no quadrildtero. Para isto, aplique o Lema

do quadrildtero com dois dngulos retos.]

Sejam r e s retas paralelas que admitem uma perpendicular comum MM’', M em
re M ems. Sejam A e B pontos de r tais que M é ponto médio de AB. Prove
que A e B sdo egqiiidistantes de s.

Sejam r e s retas paralelas que admitem uma perpendicular comum MM’', M em
re M’ ems. Sejam A e B pontos de r tais que A estd entre M e B. Sejam A’ e B
os pés das perpendiculares baixadas de A e B a s. Prove que AA' < BB'.

A afirmagdo seguinte é verdadeira na geometria euclidiana e falsa na geometria
hiperbolica, certo? "Sel L r, r L se s L m, entdo | intercepta m." [Dé contra-

exemplo no modelo de Klein.

Mostre que, no modelo de Klein, ndo vale o teorema de Pitdgoras no tridngulo
retdngulo de vértices O = (0,0), A= (0,1/2), B = (1/2,0).
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13.2 Solucoes da Lista de Exercicios n. 13

13.8. Dé um contra-exemplo para a afirmagdo xviii do Roteiro 11: as mediatrizes dos

catetos de um tridngulo retdngulo se interceptam.

Resposta:

Vamos construir, no modelo de Klein, um tridngulo retangulo ABC' em que as
mediatrizes dos seus catetos ndo se interceptam. Tomamos o circulo de Klein com
centro na origem do sistema de coordenadas e raio 1.

N =(0,3/4) M = (3/4,0) B=? (C=?
A [ il BN e O NN
/2 N / N r\.\ / N
| e/ QA Ml}P i\ NEL
.\\\“l ’’’’’ 7 \'\ \_J”// \“-..,\JL___/"’
K72/2 N N
\ V2/2 Q Al M P Al M

Passos da construgao:

(1) Um vértice do tridngulo é o ponto A, centro do circulo de Klein.
(2) Os catetos estdo nos didmetros que estdo nos eixos coordenados.

(3) Tomaremos para mediatrizes as perpendiculares aos didmetros passando pelos
pontos M = (3/4,0) e N = (0, 3/4) (figura acima, no centro). Como 3/4 >
v/2/2, as mediatrizes sio paralelas (veja figura acima, a esquerda).

(4) Procuramos o vértice B = (x,0) de modo que M seja ponto médio de AB. O
terceiro vértice C' € obtido de maneira andloga (figura acima, a direita).

Como determinar B?
Deveremos ter di (A, B) = 2dx (A, M), para que M seja ponto médio de AB.

Temos
dK (A, M) = (1/2) |In(AP.MQ)/(AQ.MP)| = (1/2) |In MQ/MP)|

Portanto

1
= §1n7

1+ %
1—

In

1
dK(AvM):i

3
1
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dx (A, B)(1/2) [In(AP.BQ)/(AQ-MP)| = (1/2) [In(MQ) /(M P)|

1 142

dr(A,B) = = |1
Relacionando as duas distancias, obtemos

1 1 1

— |In Tt =2x=In7

2 1—2z 2
donde 1+

T 49
1—=x

o que dd z = 0, 96. Portanto, B = (0, 96; 0) e devido a simetria C' = (0; 0, 96).

Dada uma reta qualquer e dado um ponto fora da reta, mostre como construir mais
de uma paralela a reta pelo ponto dado. [Depois de construir uma paralela pelo método das
perpendiculares, levante uma perpendicular a reta dada por um de seus pontos e, pelo ponto dado, baixe uma
perpendicular a esta iltima reta. Para demonstrar que esta iiltima reta é diferente da paralela tracada pelo

método das perpendiculares, use o fato de que ndo existe retangulo.]

Resposta:

Na figura abaixo ilustramos a construcdo descrita. Se a reta u coincidisse com s,
terfamos um retdngulo, o que ndo pode existir na geometria hiperbdlica. Que u é
também paralela a r, decorre do fato de que u e r sdo perpendiculares a t.

A u
S O ]
. N r" N
B C l |
t t
Uu
s fl 0
] !
T - \ \
B C " "

Prove que ndo existem retas eqb'iidistantes. [Mostre que ndo podem existir trés pontos de uma

reta que sejam eqiiidistantes da outra.]

Resposta:

Tome trés pontos de uma das retas que sao eqiiidistantes da outra. Com isto, vocé
obtém trés quadrilateros de Saccheri. Estes quadrildteros t€ém os dngulos superi-
ores iguais. Como dois deles sdo suplementares, todos eles sdo retos. Logo, os
quadrilateros sdo retdngulos, contrariando o fato de que nio existe retangulo.
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