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1 EDOs de Ordem 1

Para a equagdo diferencial linear de ordem 1:

Dy pwr =), wel

onde p e ¢ sdo fungdes continuas no intervalo I, a solugdo completa é dado por:

y(z) =e P {/ e g(z)dx + c} .

Onde: P(z) = [ p(z)dz. Nota-se: A Solugdo Completa da Equago Inhomogénea (SCEI) ¢ a Solugdo Completa da Equagdo
Homogénea (SCEH) mais uma Solucdo Particular da Equa¢do Inhomogénea (SPEI).
Para a equagdo diferencial separdvel de ordem 1:

fy)dy = g(x)dx, =z,ye€QCR?

onde f e g sdo fungdes continuas no intervalo I, com primitivos F' resp. GG, a solu¢do completa é dado por:

F(y) = /f(y)dy =G(z)+c= /g(;r:)dac +c R

/x: f(x)dx = /t: g(t)dt

w = L(z,y)dz + M(z,y)dz = 0, (z,y) € Q C R?
Os pontos singulares da w, sdo os pontos: L(z,y) = M(z,y) = 0. A forma diferencial € dita Exato, se eixste uma fungéo
diferenciavel, F'(z,y), tal que dF' = w. Neste caso, a fun¢do F'(z,y) é chamada a funcio Potencial. A forma w é exato, se e
somente se, integrais de curva somente dependem da posicao inicial e final, ie ndo dependem do caminho.
Um outro resultado €, que se a forma w € exata, entdo ela é fechada:

Ou mais especificamente:

Considere a forma diferencial:

oL _ou
oy~ Ox
Do outro lado, se w é fechada e €2 € aberta e de forma estrela, entdo w € exata.

Teorema 1 (Teorema de Existéncia e Unicidade para formas diferenciais).
Seja Q € R aberta e L(x,y) e M(z,y) CH(Q), tal que (L(zx,y), M(z,y)) # (0,0) em todo Q, entdo em cada Ponto,
(z,y) € Q, passa uma e somente uma solugdo para:

L(zx,y)dz + M(z,y)dy = 0
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1.1 Exercicios:

1.1 Encontrar, usando o método de separagdo das varidveis, a solucdo completa das equagdes diferenciais abaixo. Encontre
também a solugdo maximal, ¢(t), passando pelo elemento de linha indicado:
@@ =5 teR, z#0.¢(0) =1
(b) % +2te” =0 (t,z) € R*. (0) =0.

© % =2xt>, teR, zeRy.p(0)=1

sz
@ =222 150, 2>1.9(1)=2

Hint:
1 1 1

-z -1 =z
1.2 Encontrar as solu¢des maximais das seguintes equagdes diferenciais
Ans:

(@ 4 -3z =€, teR,

Ans: e?' +ce3', t € R.
(b) t4e — 2z =+¢> ¢ >0,
Ans: 2(t) = t*(3t° + ¢),t € R Qualquer solugdo definida para t < 0, pode ser continuada para qualquer outra
solucdo definida para t > 0.
(©) ‘fi—f +xtant =sin2t, t € ]f

530
Ans: 2(t) = ccost — 2cos t,t €

=

1.3 Encontrar as solu¢des maximais das seguintes equagdes diferenciais

dz t 3
(a) && — S8ty —=cost, te|—-Z,=|;
dt 1+sint 27 2

(b) ¥4+ 2 =_2¢7 t<OVEt>0;

(©) cost% —xsint =tsint 4+ cost, t€ ]—g,

[;

ISJE

(d) Z—f + xcost =sintcost, te&R.

1.4 Encontrar todas as solu¢des maximais da equagdo diferencial:

dx .
I + xcost =sintcost, teER

Encontrar a solugdo maximal, z = ¢(t), cuja: ¢(5) = 0.

1.5 Seja g uma funcdo diferencidvel no intervalo I. Encontre, em termos de g, todas as solucdes maximais da equacio
diferencial:

dx ’ /
— t)xr = t tel
b fwe=g ), te

Encontrar a solugdo maximal, z = ¢(t), cuja: ¢(5) = 0.
1.6 Encontre a solu¢do completa da equacdo diferencial:
dx
dt
Mostre que para todos solugdes maximais, ¢(t), a limite . hnh o(t) existe. No mais, mostre também que ndo existe
o

tt+ D)Ly e =t + 1%, R

solugiio maximal cuja a limite lim (¢) existe.
t—0—

Ans:
o t+ 1 1 —e
z(t) = ; { 5¢ + c]
1.7 Encontre a solucdo completa das equagdes diferenciais:

@ (t+1)%24+2>=0, t#-1,z#0

b) t—1)% =tz, t#1,2#0
2 Formas Diferenciais
2.1 Existéncia e Unicidade
Teorema 2 Equacdo diferencial normalizada de ordem n:

d"z dx A"tz nt1
(*) P —F('hl‘,a,...,w), (t71‘7p1,...,pn71)€QCR
Se:
1. Q aberta;

2. F é continua em S);
dnfl

3. As derivadas parciais da F' ao respeito de x, %, -y Sm=t sdo continuas em ).
Entdo, pelo qualquer emphelemento de linha: (to,xo,p1,...,Pn—1) € ), passa uma e somente uma solu¢do mdximal para
(x), ou seja:
x(to) = xo, I/(to) =p1, ... x(n_l)(to) = Pn—1.
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2.2 Formas Diferenciais

Forma diferencial em R?:
w = L(z,y)dz + M(z,y)dy, (z,y) € Q

Teorema 3 Se:
1. Q aberta;
2. L, M sao C*(Q);
3. (L, M) # (0,0) para todos (z,y) € €,
Entdo, por qualquer ponto, (xo,yo) € Q, passa uma e somente uma solugdo maximal para a equagdo diferencial

w = L(z,y)dx + M(z,y)dy = 0.

A forma diferencial, w, € dito exata, se € o diferencial de uma fung¢éo, I, diferencidvel em 2:

oF oF
=dF = —d —d
w 9 T + oy
Uma condi¢ao necessdria, mas ndo suficiente, para w ser exata, é::
oL _ oM
oy Oz

Uma forma diferencial que satisfaz esse equagdo € dito fechada.

Teorema 4 Uma forma diferencia, w = L(z,y)dx + M (x,y)dy, em um conjunto aberta e simplesmente conexa', é exata, se
e somente se, ¢é fechada.

Para cdlculamos uma primitiva de uma forma diferencial exata, procede-se:

Fl(.%',y):/L(iL',y)dl',

Calcule:
e:

F) = [ fw)dy
Agora:

F(z,y) = Fi(z,y) + F)2(y),
¢ uma primitiva do w. A solug¢do completa da w = 0, é dado por:
F(z,y) =c,

onde ¢ € um constante real arbitraria.

2.3 Exercicios:
2.1 Quais formas diferenciais sdo extatas em R?:
(@) 2zydr + z?dy =0
(®) (2* = y)dz + (y* — 2)dy = 0
(©) (4z3y® — 2xy)dx + (32*y* — 2?)dy = 0
(d) (ye™® — 1)dx + e "dy =0, (z,y) € R?,
() ydz — (z +y*)dy, (z,y) € R?,
Em cada caso, encontrar os pontos singulares. As equag¢des tem solucdes retilineos?
2.2 Mostre que as formas diferenciais sdo extatas em R? e encontre sua solucio completa.:
(@) (3e**y — 2x)dx + 3*dy =0
(b) (cosy + ycosz)dxr + (sinz — zsiny)dy =0
(c) eV’ dx + (Qxyey2 —2y)dy =0
(d) (4y + 2®)dx — zdy, (x,y) € R?,
() (z —y*)dx + 2zydy, (z,y) € Ry x R.

2.3 (a) Encontre a solu¢iio completa da equacdo diferencial:

(/22 + 32 — y)dz + (y/2% + y? —2)dy =0, (w,y) € R?

Encontre os pontos singulares. Encontre e desenhe a solu¢do médximal contendo o ponto (0,0). Hint: Pode-se
utilizar coordenados polares.

(b) Encontre a solucdo completa da equacdo diferencial:
e(1+y°)de —y(2y° —2° +1)dy =0, (z,y) € R?

Encontre o ponto singular. Quantas solu¢des maximais passa por esse ponto?

2.4 Encontrar os pontos singulares e a solu¢do completa para as equacgdes diferenciais abaixo.

'Um conjunto, A, em R2 ¢ simplesmente conexa, se todo poligono contido no A, contém o interior desse.
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(@) z3dz + (y + 1)%dy = 0;

®) (1 +2%)dx — 2%ydy = 0;
© z(1+y?)de +y(1+2*)dy = 0.

Wb

Em cada caso, investigue a quantia de solu¢des passando pelos pontos singulares.
2.5 Encontrando um fator integrante da forma x>y, resolve as equagdes diferenciais:
@ (zy® +y) +ady =0;
®) (z%y® + 2y)dx + (2z — 22°y?)dy = 0.

3 Exponencial Complexa

Defini¢do, z = x + iy € C:

e® ="t .= " (cosy + isiny)

Vale, Vz1, 22 € C:
Z1 ,%2 __
e*te®? =e¢

z1+2z2
(621 )22 — g?1%2

Especificamente, n € Z:
()" =e™* =" (cosny + isinny)

Férmula de Moivre:
(cosy + isiny)™ = cosny + isinny

Coordenados polares, para nimeros complexos, z = = + iy = (r)g:

T = rcosb, y=rsinf, r>0,—nm<0<mw

Vale:
(r)g = (r)no, n €L

Equacdo Binomio de graun > 1:
(%) : "=c=a+ib= (1)

Os n raizes em (x) sdo:

2= (/) o+2pm , p=0,.,n—-1

3.1 Exercicios:

3.1 Escreve nimeros complexos de forma polar:

(@)
(b)
(©
(d)
(e
€]

—4 — 44,
2v/3 — 61,
N
P +izs,
34 1iv/3,

4
142

1
—242i/3"

3.2 Escreve nimeros complexos de forma = + ¢y:

(@)
()

3.3 Utilize férmula de Moivre para encontrar as férmulas de cos 3v, sin 3v, cos 4v,sin 4v.

Hint! Lembre-se:

(z+y)° =2’ + 32y + 3z + ¢°
(z+y)* = 2* + 4%y + 62%y° + 4a® + o
3.4 Demostre, por exemplo por inducio e usando as férmulas de adi¢do para cos e sin, a férmula de Moivre.

3.5 Resolve as Equa¢des Bindmios:

@ z'=2,
(b) z*=—1,
(¢) 2% = —i,
d 22=1-1,

e (z—1)°*=—-1+4,
® (z+2)" = 8.

Em cada caso, indicar os raizes numa figura.
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4 [Equacoes Diferenciais Lineares com Coeficientes Constantes.
4.1 A Equaciao Homogénea.
Para a equagio linear, homogénea de ordem n com coeficientes constantes:
d"z "tz dx
() = pT +an,1W+...+a1E +apx =0 t€ER,
Escreva: R
Lx =0,
e notamos que a operadora L é linear:
I: L(x+y)=Lx+ Ly 0
II: L(az)=oalx
Procurando solugdes da forma o(t) = ce™t, temos:
LeM = P(\)eM, 2

onde P()) é o Polindémio Carateristico:
PO)=A"+an1 A" ' +...+ad+ao, a;€R,

Equagdo (2) diz, que e** é autofungdo da operadora L com autovalor P()). Se A € Céraizem P()), entdo as fungdes:

or(t)=ceM, ceC, teR

séo solucdes do (x).
Derivando Eq. (2) ao respeito de A (derivacdo ao respeito de A e t comutem):

Lte™ = P'(\)e + P(A)te™
Derivando novamente: N
Lt*e™ = P"(\)eM + 2P' (\te + P(\)t2e
Generalizando:
p
Ltre =3 " PO %N, p>1
q=0
Se A é um raiz, possivelmente complexa, de multiplicidade 1 < p < n:

PN =P N =...=P"'(V) =0

as p fungdes:
At o, At —1 Xt
e te™t, - tP e
sdo solucdes linearmente independentes da equagido homogénea: Lz = 0. Qualquer combinagio linear:

At

z(t) = cre™ +eate™ + . 4 t? M teR

¢ solugdo da equacdo homogénea.
No caso A complexa, temos que se ) é rafz, entdio seu complex conjugada, X também o é. Denotando: A\ = a4 (3, a exponencial
complexa ¢ definida por:

et — o (cos Bt + i sin Bt)

Para um par de raizes complex conjugadas de multiplicidade p, as 2p funcdes:

At At
e

At At —1 At ,p—1 Xt
sel te, R R ]

te”",
séo solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea, (). Temos:
cyel@TB o (=it — (0™ cos Bt + cae®™ sin Bt
Assim, 2p solucdes linearmente independentes para a equagdo homogénea, sdo:
e®! cos Bt, e®' sin B¢, te®' cos Bt, te* sin Bt, - - - , 17 L™ cos Bt, tP " e™! sin Bt,
e qualquer combinagdo linear:
z(t) = (clem +cote® + ..+ cptp_leat) cos At + (dleo‘t +dote® + ...+ dptp_leat) sinfBt, teR

¢ solug@o da equacdo homogénea. Pelo Teorema Fundamental do Algebra, os n raizes geram n solugdes linearmente indepen-
dentes da equag@o homogénea, (x). Através de uma Teorema de Existéncia e Unicidade, concluimos que estas combinagdes
lineares constituem a solucado completa.

HaTepaTika 5 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
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4.2 A Equacido Inhomogénea.

Consideramos a Equagio Inhomogénea®: N
(xx): Lz =q(t), telCR.
A Solucdo Completa da Equacio Inhomogénea, SCEiH, é dado como a Solu¢do Completa da Equacdo Homogénea, SCEH, mais

uma Solugdo Particular da Equagdo Inhomogénea, SPEiH. Assim, para resolver (xx), basta encontramos uma solugdo particular
da mesma. Para esse fim, escreve ¢(t) como uma soma de fungGes elementares:

q(t) = a1Q1(t) 4+ ...+ aqu(t).

E resolve: N
() : L = qu(t), tel.
Se qi(t) = tme*, A € R(C) e A, nio é raiz de ordem p > 0, uma solugio particular é da forma (p = 0 corresponde ao caso
A ndo ser solucdo):
or(t) = (Aot! + Aitp+ 14 ...+ A t”™™)eM, AR (C)
A mesma idéia é aplicavel no caso qx(t) = e cos Bt (ponhe A = « + i3 a cima), mas nesse caso precisa-se incluir termos
tanto de cos e sin. Por exemplo, se:
qr(t) = e™" cos ft,
uma solucdo particular serd da forma:
wr(t) = Ae® cos Bt + Be™ sin St.

Um comentdrio similar vale para o caso gr(t) = e“*sin 8t. Em ambos os casos, a utilizagio da exponencial compleza é
vantajosa. No caso:

qr(t) = e** cos ft = Re (e(o‘“ﬂ)t)

considere a equagdo diferencial complexa:
T o — platiB)t
Lz =e ,

e resolve esta usando os resultados a cima. Terminado, a solugéo particular da equagéo original, é: ¢, = Re (Z). Similarmente,
para:

qr(t) = e cos ft = Im (e(o‘“ﬁ)t)

considere novamente:

Lz, = elotidt,

Resolvida, a solugdo particular da equacdo original, é: v, = Im (Zx).

4.3 Exercicios:

4.1 Encontrar a solugdo completa das equacdes diferenciais:

Ans: z(t) = c1e’ + cacost + c3sint, t € R

d3z d*z dx

Ans: z(t) = (c1 + cat + cat?)e’ t €R

dz d*z
el Badiiad =
© g T2 =0
Ans: z(t) = (c1 + cat) cost + (c3 + cat) sint, t € R
d*z
(@ P
d*z dx d*x dx
Ans: z(t) = (c1 + cat)e ™3 +cze® +cae™® tER
d®z d*z d*z
4.2 Encontrar (i) a solucdio completa das equagdes diferenciais e (ii) a solugdo maximal passando pelos elementos de linha
indicados:
&z &z dx
— = = — 44—+ 4z = t =(0,-3,—
(a) dt3 di2 dt + 4x 07 ( 0,1’0,])1,])2) (07 3a 373)
d*z dx
I/ R =(m2,-2,4
(b) dt3 + dt 07 (t0,$0>p17p2) (777 ) ) )
d*z d*x d*z dx
— —6—+12——-8— =0 (¢ =(0,0,0,—-2,—4
© i T2 7 (to, zo,p1,p2,p3) = (0,0,0, -2, —4)

4.3 Encontrar a solugdo completa das equacdes diferenciais:

A3z d*z dx ¢
SE— _— = R
dt3+3dt2+3dt+x e, te

Ans: z(t) = (c1 + cot + c3t®)e " + e’
d4.1’ 4
®) S5 +160=t", teR

Ans: z(t) = eV2t (cl cos V2t + ¢z sin \/Et) eVt (03 cos V2t + ¢4 sin \/ﬁt) + %t‘l — L teR

24

(@)

2Nzo homogénea
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ds d x t .
(C)ﬁ-‘rﬁlﬁ e+3sm2t+t tER
Ans: z(t) = cre™™ + o + st + cat® + est® + e’ + 135 (2sin2t — cos2t) + o=t'(t —5), t €R
d3z d2 dx ¢
d) — —-5—+4— =-10 teR
@ G dt2+dt ¢ e
Ans: 2(t) = c1 + c2e’ +cze — et teR
dBr Pz dx ¢
— = —2— = teR
© dts  dt? a ¢ '€
Ans: z(t) = c1 4+ coe "+ cze® — Lef, tER
4.4 Encontrar a solugdo completa da equagdo diferencial:
3z d*z dx ot
@ Pae iy e
Ans: cre’ + (cs + c3)e® + $t%e* t e R
4.5 Encontrar a solugdo completa das equacdes diferenciais:
d’*z dx ¢
— — 42z = teR
(a) dt2+3dt—|—:c e, S
d*z dx 3
Pl S — R
(b) ¥TE 6d +9z=1t", te
d*z dx
— —2— = R
(©) ¥TE 7 + 5z =cost, te&
d*z dx 9
(d) ﬁ—?)a-i-%ﬁ—?t +3, teR
d*x dx .
(e) el +2E + 2x = —5sint, teR
d’z  dx 2t
— 4 o= t, teR
R T L
d’z _dx
— 42— +4x = 2 R
(2) dt2+ dt+ x = 3¢" +2sint, te€
d*z dﬂc
h — =2 2 R
(h) dt2+ dt—i—Sw e cos t+cost, te
d2
@) E—&-x—?)cosf—l-% +3, teR
Encontrar a solugdo completa das equacdes diferenciais:
&z  d*z  dx
4.6 — 4+ — —z= teR
@ g "ae Tt e
dr  d’z  _dx
b —3— — —xz= teR
()dt3 3dt2+3dt x =0, €
d*z d*x
(c)ﬁ+2ﬁ+x70, teR
dz
hallhed - R
(d) 7 +z=0, te
cl4 d3 d*z dx
d°z  d'z d*x
(H e +9ﬁ+24ﬁ+16x_0 teR
dr  dPzr  dx
—— —4— +4x = teR
® G g g TR0 1€
dr  dx
h 4— = teR
0 g T =0 te
dz d*z d*z dx
i) — —6— +12— —8— = R
W qx ~Ogs T2 8 =0 t€
Ans: t € Rec,...,ce arbitrarios em R:
@ z(t)=a et + cocost + cs sint;
(b) z(t) = { c1 + cat + c3t }e ;
(©) z(t) = (c1 + cat) cost + (c3 + cat) sint;
d) z(t) = (a1 + czt)e + c3cost + cqasint;
(e) z(t) = (c1 + cat)e™ t o coe? 4 cue 2t;
(f) z(t) = c1cost + casint + e’ {czcost + casint} 4+ e " {cs cost + cosint};
(g z(t) = cre’ + coe® 4 cpe
(h) z(t) = z(t) = c1 + c2 cos 2t + c2 sin 2t;
i) z(t) = x(t) = + e {CQ+03t+C4t2}.
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5 Meétodo de Coeficientes Indeterminados

Considerando um EDO linear € normalizado, de ordem dois:

dx
o 21U )dt +po(t)z=gq(t), telCR,

e dado que 1 (t) € solugdo da equagdo homogénea, entdo (no intervalo I)

p2(t) = sm(t)/ wlztﬁ e MWt = oy (1)I(1),

também é. Aqui, como acostumadamente: P (¢

f p1dt. No mais, uma solugdo particular da equagido inhomogénea é dado
por:

polt) = 2(0) / A0 i1 — () [ D1 -
Lt I

)1 (t) — t)I2(t) = tel.

@2 (t)11(t) — @1(t)12(2) o) @20 | €
Nota-se, que o cdlculo do W (¢) pode ser simplificado considerdvelmente:

_| »@® p1(t)1(t) _ '

wO=| G0 iyt | =0 e 0o
Pela defini¢do do integral I(¢):
1 _
I/t _ P(t)
0= e

Entdo: 1
W(t) _ @l(t)Qie_P(t) _ e—P(t)

5.1 Exercicios:

5.1 Para as Equcades Diferencias abaixo, demostre que ¢1 () é solugéo, encontre a solugdo completa:

d*z 2 T T 1
— — (142t t)x=0, tel——-, = t) =
(a) di2 ( + an )33 ) e} 2°9 [7 ()01( ) cost
Ans
d*x dx T .
(b) dt2 —2tantdf +3z =0, te]_i’i[’ p1(t) =sint
()t (2t+1)d—x+(t+1) =0, t>0 (t)=¢é'
i dt ’ =
5.2 Paraas Equagﬁes Diferencias abaixo, demonstre que 1 (t) é solucdo, encontre todas as solugdes maximais:
(a) ~ tanh 3% _ (1—tanh®t)z =¢', teR (t) = cosht
dt2 dt - =

Ans: P, (t) = —logcosht;

I(t) = 2 Arctan e’;
©2(t) = cosht Arctan e

W(t) Z cosh t;

nt) =

I(t) = 2¢ Arctane —log (1 + €*);

@o(t) = coshtlog (1 + €*t).

2
(b) %f2tant% + 3z = 3tant, t€]— g g[, p1(t) =sint
Ans: P;(t) = logcos® t;
I(t) = —2cot t;
p2(t) = sint cot 2t;
W(t) m,
I (t) = —2sin®t;
I(t) =2 cos>t — 3cost;
@o(t) = tant.
(©) tQZTf +tfl—f +(t* — 7)23 =tvt, t>0, pi(t)= %cost
Ans: Pt) =logt;
I(t) = tant,
pa(t) = Jrsint; W(t) = 1/t;
I (t) = sint;
I7(t) = —cost;
po(t) = -
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2
(d tg(lef—2t%—(t2—2)x:t3, teR, ©1(t) = tcosht
Ans: P (t) = —logt?;
I(t) = tanht;
p2(t) = tsinht;
W(t) =t
I, (t) = sinht;
I5(t) = cosht;
po(t) = —t
2
(e) (1—t2)%—t%+x:t, —-1<t<l, @i(t)=t
Ans: Py(t) = Llog(1 — t7);
()= - V-2,
pa(t) = V1 —1%
1
Wi(t)=— Ve
L(t) = 3 (Arcsint — tv/1 — 12);
Iy(t) = —5t*
@o(t) = % (t — V1 —12 Arcsint).
2
() tQZTf - 2t% + (P +2r=1t> t#0,  i(t)=tsint
Ans: Py (t) = —logt?;
I(t) = —cott;
p2(t) = tcost;
W(t) = -t
I1(t) = cost;
I>(t) = —sint;
po(t) =
2
(2) sint%—i—Qcost%—sintx:O, t # pm, p1(t) = ﬁ
Ans: Py (t) = logsin® t;
It) =t
2(t) = 7.
5.3 Considere uma EDO da forma: Pa i
tQW +a1ta +apx =0, teR

Uma EDO deste tipo, € conhecido como um EDO de Euler (de segundo ordem).

Usando a substituicdo u = logt e ¢(t) = ¥ (logt), demonstre que em cada um dos intervalos, t < 0 resp. t > 0, a
equacdo € equivalente a:

A’z dx
W+(a1fl)@+aom:0, u€eR
Encontrar a solugdo completa das seguintes EDOs de Euler:
d*z dx 3
o -3t 3=, t>0
@ g 3y TR e P
1 2 2 1 3
Ans: _Zt(l +t)log (1 +t7) + Zt logt, t #0
d*z dx
2 2
(b) t pry —4ta + 6x =6(logt)” +2logt+4, t>0
Ans: z(t) = c1t® 4 cat® 4 (logt)® + 2logt +2, t > 0
2
(©) t2ZTf — 2152—1C + 2z = 2 Arctant, t>0

5.4 Encontrar a solu¢do completa da EDO:

A’z dx 2

t(t+1)ﬁ+(27t2)57(2+t)1::(t+1), t>0,

adivinhando uma fungdo de poténcia como solucdo da equagdo homogénea.

Ans: 1 (t) = 15 Pi(t) = —t +log |77 |; I(t) = te'; pa(t) = €' [ (t) = —e "5 Io(t) = 517 @o(t) = —1 — 5t.

5.5 Sabendo que tens solu¢des exponenciais, 1 (t) = e, encontrar todas as solugdes maximais das EDOs:

(@)
d’ d
tt+ 1) 4+ 2-)E 24tz =(t+1)>  t>0.
dt? dt
5.6 Sabendo que as equagdes homogéneas tens solu¢des polinomiais, encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:
Ans:
d*z 9 dx
t—2)°= 2 — (P —2)= +tr =0 t#2
@ (t—2)" =5 — ( ) Tt =0, # 2,
Ans: (c1 +eot)(t—1),t€R
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(b)(t2+4)%—2t%+2x20, tER,
Ans: (c1t +co(t* —4), t €R

(©) (2t3+t)%+(2t2+3)t% — 8tz =0, tekR,

(d) %(t2+1)% +t‘fl—f —z = Arctant, teR.

() (t2+1)%+2t%72m:4t2+2, teR.

5.7 Sabendo que tens solugdes potenciais, ¢1 () = ¢, encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:

2
(a) 2t2‘fle +3t% —r =92 450 t>0,

5.8 Encontrar todas as solu¢des maximais das equagdes diferenciais:

2
(a) %fG%Jer:etcoszt, teR
Ans: z(t) = (a1 + cat)e™ 4+ Lef {1 — Ssin2t}, teR
2
(b) ile —2%+2m:etsint, teR
Ans: z(t) = (c1cost + casint)e’ + Lte' cost, t € R
d*z dx e
Ans: z(t) = (c1 + et + 5 )e’, t #£0
2
) Cfin +4z = —4cos2t, teR
Ans: z(t) = c1cos2t + (co +¢)sin2¢, t € R
d*x
(e)ﬁfmzéltet, teR
Ans: z(t) = (a1 + eat + 2t%)e’, t €R
d’x dx _op .
®) W+4E+5x__26 sint, teR

Ans: z(t) = (c1cost + (c2 +t)sint) e ?" t € R
5.9 Encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:

dx
di
2

. d°x dx
(b) smtﬁ —COStE = 1, teR

(a) cosht— + sinhtx = 3cosh2t, t € R

6 Séries de Poténcias e EDOs

Para alguns EDOs, particularmente do segundo ordem (tipicamente EDOs com coeficientes polinomiais): podemos encontrar
solucdes em forma de séries de poténcias:

—+oo
n
y=f(z)=>)_ anz",
n=0
onde z perténce a um certo intervalo, o intervalo de convergéncia, | — X\, A\[. Mencionamos, que uma série de poténcia é

uniformamente convergente no seu intervalo de convergéncia, isto é, podemos ’trocar somatério com derivagio (integragdo)’, ou
seja:

—+o0 —+o0
I gl _ n—1 __ n—1
y =f(x)= E nanT = E na,z"" ",
n=0 n=1
+oo too Ix
y' = f(z) = E n(n —1)anz" > = E n(n —1)anz" ? = E n(n —1anz™ 2.
n=0 n=1 n=2
Mencionamos a fun¢do soma de umas séries de poténcias notdveis:
—+o0
Sat= e, frl <1
n=0
+oo  p
x
“_=¢€% z€eR
n!
n=0

— (2n+1)!
+oo x2n
Z(fl)"— =cosz, z€R
n=0 2n!
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too p2ntl
1) ——— =i R
;;O( ) en 1 sinz, =€

+oo 4

log(l—x):—z%, lz] <1

n=1

(1_x)a=§(g)x”, |z < 1

n=1

Na udltima série, € R, aparece os coeficientes binomais generalizados:

( a ) _ala-1)-(a—n+1)

n

Destacamos que no intervalo de convergéncia:

—+oo
y(z) = Z anx” =
n=0
dy 400 400
T = Z napz’ = = Z nanT =
n=0 n=1
d2y = n—2 = n—2
Tz = Z n(n — 1)anx = Z n(n — 1)anx
n=1 n=2

6.1 Exercicios:

6.1 Encontrar intervalo de convergéncia para cada uma das séries de poténcia abaixo:

+oo 1
(@) 7;177133 ;
Ans: \ = +o0.
= logn
b n
(b) 2:31 T
Ans: \ = 3.
—+oo
© Y [1—=(-2)")a";
n=1

Ans: A =1

3

+oo gn
2n,
@ > =™
n=1
Ans: A = 1.
—+oo

1 n.
© 2 Grne

n=0

Ans: \ = 2.

+o0 )
® > (Va+1)"2™

n=1

@ Y 2o

OB ! z", a>b>0;
. 1 n,
() ;mx N

_1\n92n
() 27( Dl "

@2n)! ..
(k) Zl s
+oo 5
) 23‘” z".
n=0

Ans: \ = +oo.

6.2 Encontrar a série de poténcia e seu intervalo de convergéncia das seguintes fungdes:
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@ f(z)= 0052 x;
22n 1
Ans: 1 + Z 22" ,xeR
b) f(x)= sinh2 x
10 52n—1 )
Ans: ngl Wx ,x €R
142z
=1 .
© flz) =logy/T—:
+oo 2Pt
A 1
ns: Z i1 lz| <
1
d = ;
@ fl@) = 5=
+oo "
Ans: Z W, |.CIZ" <2
n=0
x
© 1) = 1 g
12 1
Ans: —57;)(1—(2) )" |2l < 5
® f(z) =log(1+x);
+oo n, .n
Ans: —Z (=)= el <1
n=1
® flz)=(1+ azQ)log(l +a);
. 'n+1 n— 1 n
Ans: 7 — = +Z 72)33,\35|<1
(h) f(x) = Arctanx;
+oo 1)n
2n+1
Ans: Z o 1” ezl <1
(i) f(x) = Arctanx + log /1 + z2;
+oo n +oo n+1
(=D" 2nt1 (=D)"*
Ans: — o 1
ns nZ:OQn—I—lm +7;1 oy L lz] <
6.3 Encontrar intervalo de convergéncia e fungdo soma, das seguintes séries de poténcia:
(a) Z n 2n
Ans: —HT, |CE" <1
—+oo
(b) > na™;
Ans: =, lz] <1
+oo n—1
(=D""" n
© > e R
n=3
Ans: #log(l—i—x)— %2—1—%7 lz| < 1
+oo gn
d —z";
(d) n; —a
Ans: —log (1 —2z), |z <
+oo
@ Y (-1)"(n+1)z"
n=1
Ans: W -1, |z <1
“+oo
2 .
® n;( )T
Ans: —2 — % log (1+2z) + ﬁ, lz] <1
+oo 1
© D~
ngl (n+3)!
1 T 3 z?
Ans:z—S(e —?—7—23—1),:56]1%
—+oo
(_1)n 2n
h .
® 2
Ans: 2 Arctan £ — 1, |z| < 2
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n=1
Ans: § - 2% |z| <3
—+oo
. (=D" n.
0 >
n=1

Ans: e * —1, z € R
—+o0

1 n.

@ z:; ntn—1)(n—2)" "

Ans: —1(z—1)%log (1 — ) — sz + 32%, 2| < 1

6.4 Dado a EDO: iy "
(%) : E—xa—Qy:O,

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0, 1, 0).

Ans: (z0,y0,y0) = (0,1,0) = (0, ag, a1).

XX 2mpl
yi(z) = Z;] mx% r€R

(b) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solu¢do de (), passando pelo elemento de linha (0,0, 1).
“+oo
1
Ans: Z gl ®
n=0

(c) Encontrar intervalo de convergéncia e funcido soma da série da questdo anterior.

2n+1

,re€R

1,2
Ans: ze2” | x €R

(d) Escreve a solugéo completa do ().

“+oo
1.2 2"n! 4
Ans: 2% g " R
ns: cixre + c2 2 (2n)!x , T €
6.5 Dado a EDO: )
d*“y dy
() = d2—|—xd—+y—0

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0,0, 1).
(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fungdo soma da série do questéo anterior.

(c) Qual séria a estratégia para encontrar a solugéio completa do (x)?

6.6 Dado a EDO: )
d“y dy
(*): (z—= )ﬁ — 3z e

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0,0, 1).

—y =0,

(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fung@o soma da série do questdo anterior.
(c) Encontrar a solu¢do completa do (*) no intervalo | — 1,1][.

6.7 Dado a EDO:

dzy dy

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia, a solugﬁo, p(x), de (x), tal que:

2’y =0,

©(0) = ¢'(0) =0e " (0) =2.
(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fun¢do soma da série do questdo anterior.

(c) Encontrar a solugdo completa do ().
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