Equacoes Diferenciais Ordinérias

Prof. Ole Peter Smith, PhD, IME/UFG
29 de junho de 2018

Equacdes Diferenciais Ordindrias Lista de exercicios em Equagdes Diferenciais Ordindrias

Sumario
1 EDOs de Ordem 1 1
1.1 EXErciCios: . . . . . . o o o e e e 2
2 Formas Diferenciais 2
2.1 Existénciae Unicidade . . . . . . . . . . . . . e 2
2.2 Formas Diferenciais . . . . . . . . . . . .. e e e e e e e e e 3
2.3 EXErCiCIOS: . . . . . o i e 3
3 Exponencial Complexa 4
3.1 EXerciCios: . . . . . . . e e 4
4 Equacoes Diferenciais Lineares com Coeficientes Constantes. 5
4.1 A Equacdo Homogénea. . . . . . . . . . . . e e e 5
4.2 A Equag@io Inhomogénea. . . . . . . . . .. e 6
43 EXErciCios: . . . . . o o e e e e e e e 6
5 Meétodo de Coeficientes Indeterminados 7
5.1 EXerciCios: . . . . . . . o e e e e e e e e 8
6 Séries de Poténcias e EDOs 9
6.1 EXerciCios: . . . . . . . . e e 10

1 EDOs de Ordem 1

Para a equagdo diferencial linear de ordem 1:

Dy pwr =), wel

onde p e ¢ sdo fungdes continuas no intervalo I, a solugdo completa é dado por:

y(z) =e P {/ e g(z)dx + c} .

Onde: P(z) = [ p(z)dz. Nota-se: A Solugdo Completa da Equago Inhomogénea (SCEI) ¢ a Solugdo Completa da Equagdo
Homogénea (SCEH) mais uma Solucdo Particular da Equa¢do Inhomogénea (SPEI).
Para a equagdo diferencial separdvel de ordem 1:

fy)dy = g(x)dx, =z,ye€QCR?

onde f e g sdo fungdes continuas no intervalo I, com primitivos F' resp. GG, a solu¢do completa é dado por:

F(y) = /f(y)dy =G(z)+c= /g(;r:)dac +c R

/x: f(x)dx = /t: g(t)dt

w = L(z,y)dz + M(z,y)dz = 0, (z,y) € Q C R?
Os pontos singulares da w, sdo os pontos: L(z,y) = M(z,y) = 0. A forma diferencial € dita Exato, se eixste uma fungéo
diferenciavel, F'(z,y), tal que dF' = w. Neste caso, a fun¢do F'(z,y) é chamada a funcio Potencial. A forma w é exato, se e
somente se, integrais de curva somente dependem da posicao inicial e final, ie ndo dependem do caminho.
Um outro resultado €, que se a forma w € exata, entdo ela é fechada:

Ou mais especificamente:

Considere a forma diferencial:

oL _ou
oy~ Ox
Do outro lado, se w é fechada e €2 € aberta e de forma estrela, entdo w € exata.

Teorema 1 (Teorema de Existéncia e Unicidade para formas diferenciais).
Seja Q € R aberta e L(x,y) e M(z,y) CH(Q), tal que (L(zx,y), M(z,y)) # (0,0) em todo Q, entdo em cada Ponto,
(z,y) € Q, passa uma e somente uma solugdo para:

L(zx,y)dz + M(z,y)dy = 0
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1.1 Exercicios:

1.1 Encontrar, usando o método de separacdo das varidveis,

a solugc@o completa das equacdes diferenciais abaixo. Encontre

também a solugdo maximal, ¢(t), passando pelo elemento de linha indicado:

do
dt
dz
dt

5t

>, teER, x#0.p(0) =1
+2te® =0 (t,z) €R*. (0) =0.
o _o/xt®, teR, z€Ry.p(0) =

dt

de __ 22z
dt
Hint:

(@)
(b)
(©
(d)

1.

>0, >1.9(1)=2.

)

1
22—

1.2 Encontrar as solu¢cdes maximais das seguintes equagdes

(@ & —3z=¢€* teR,
(b) t9 — 2z =1t°, t>0,
(© % +ytant =sin2t, te|-Z,

[

Encontrar as solu¢des maximais das seguintes equagdes

ME]

1.3

dx
dt
dz
dt

cost
1+4sint

—2t2,

(@)
(b)
(©
(d)

r = cost, te]—%,

+i= t<0Vt>0;
costfl—;3 —xsint = tsint + cost,

% + xcost =sintcost, te€R.

1.4

dx
— + xcost

dt

Encontrar a solugdo maximal, z = ¢(t), cuja: (%)

1
Tr—1

S

diferenciais

diferenciais

Encontrar todas as solu¢des maximais da equagdo diferencial:

=sintcost, teR

=0.

1.5 Seja g uma funcdo diferencidvel no intervalo I. Encontre, em termos de g, todas as solucdes maximais da equacio
diferencial:
dx ,
= =4@®), tel
5 TI =4
Encontrar a solugdo maximal, z = ¢(t), cuja: ¢(5) = 0.
1.6 Encontre a solucdo completa da equacdo diferencial:
dz 2,12
t(t+1)E+x—t(t+1) tR

Mostre que para todos solu¢des maximais, (t), a limite .

solugéio maximal cuja a limite lim (¢) existe.
t—0—

1.7 Encontre a solucido completa das equagdes diferenciais:
@ (t+1)%24+2>=0, t#-1,z#0
(b) (t—1)% =ta, t#1,2#0

2 Formas Diferenciais

2.1 Existéncia e Unicidade

Teorema 2 Equacdo diferencial normalizada de ordem n:

hnh ©(t) existe. No mais, mostre também que ndo existe
firem

@B pa, B ey €0 R
Se:
1. Q aberta;
2. F é continua em );
=1

3. As derivadas parciais da I ao respeito de x, dt yeee

Entdo, pelo qualquer emphelemento de linha: (to,xo,p1, ...
(%), ou seja:
xl(to)

x(to):%» = Pp1,

HaTepaTira
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L sdo continuas em ().

,Pn—1) € Q, passa uma e somente uma solucdo mdximal para

x(n_l)(to) = Pn—1.

Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
Simples!

Err, err e err novamente.

Mais menos e menos e menos... Piet Hein
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2.2 Formas Diferenciais

Forma diferencial em R?:
w = L(z,y)dz + M(z,y)dy, (z,y) € Q

Teorema 3 Se:
1. Q aberta;
2. L, M sao C*(Q);
3. (L, M) # (0,0) para todos (z,y) € €,
Entdo, por qualquer ponto, (xo,yo) € Q, passa uma e somente uma solugdo maximal para a equagdo diferencial

w = L(z,y)dx + M(z,y)dy = 0.

A forma diferencial, w, € dito exata, se € o diferencial de uma fung¢éo, I, diferencidvel em 2:

oF oF
=dF = —d —d
w 9 T + oy
Uma condi¢ao necessdria, mas ndo suficiente, para w ser exata, é::
oL _ oM
oy Oz

Uma forma diferencial que satisfaz esse equagdo € dito fechada.

Teorema 4 Uma forma diferencia, w = L(z,y)dx + M (x,y)dy, em um conjunto aberta e simplesmente conexa', é exata, se
e somente se, ¢é fechada.

Para cdlculamos uma primitiva de uma forma diferencial exata, procede-se:

Fl(.%',y):/L(iL',y)dl',

Calcule:
e:

F) = [ fw)dy
Agora:

F(z,y) = Fi(z,y) + F)2(y),
¢ uma primitiva do w. A solug¢do completa da w = 0, é dado por:
F(z,y) =c,

onde ¢ € um constante real arbitraria.

2.3 Exercicios:
2.1 Quais formas diferenciais sdo extatas em R?:
(@) 2zydr + z?dy =0
(®) (2* = y)dz + (y* — 2)dy = 0
(©) (4z3y® — 2xy)dx + (32*y* — 2?)dy = 0
(d) (ye™® — 1)dx + e "dy =0, (z,y) € R?,
() ydz — (z +y*)dy, (z,y) € R?,
Em cada caso, encontrar os pontos singulares. As equag¢des tem solucdes retilineos?
2.2 Mostre que as formas diferenciais sdo extatas em R? e encontre sua solucio completa.:
(@) (3e**y — 2x)dx + 3*dy =0
(b) (cosy + ycosz)dxr + (sinz — zsiny)dy =0
(c) eV’ dx + (Qxyey2 —2y)dy =0
(d) (4y + 2®)dx — zdy, (x,y) € R?,
() (z —y*)dx + 2zydy, (z,y) € Ry x R.

2.3 (a) Encontre a solu¢iio completa da equacdo diferencial:

(/22 + 32 — y)dz + (y/2% + y? —2)dy =0, (w,y) € R?

Encontre os pontos singulares. Encontre e desenhe a solu¢do médximal contendo o ponto (0,0). Hint: Pode-se
utilizar coordenados polares.

(b) Encontre a solucdo completa da equacdo diferencial:
e(1+y°)de —y(2y° —2° +1)dy =0, (z,y) € R?

Encontre o ponto singular. Quantas solu¢des maximais passa por esse ponto?

2.4 Encontrar os pontos singulares e a solu¢do completa para as equacgdes diferenciais abaixo.

'Um conjunto, A, em R2 ¢ simplesmente conexa, se todo poligono contido no A, contém o interior desse.

HaTepaTika 3 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
Made in BTEX Simples!
29 de junho de 2018 Err, err e err novamente.
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(@) z3dz + (y + 1)%dy = 0;

®) (1 +2%)dx — 2%ydy = 0;
© z(1+y?)de +y(1+2*)dy = 0.

Wb

Em cada caso, investigue a quantia de solu¢des passando pelos pontos singulares.
2.5 Encontrando um fator integrante da forma x>y, resolve as equagdes diferenciais:
@ (zy® +y) +ady =0;
®) (z%y® + 2y)dx + (2z — 22°y?)dy = 0.

3 Exponencial Complexa

Defini¢do, z = x + iy € C:

e® ="t .= " (cosy + isiny)

Vale, Vz1, 22 € C:
Z1 ,%2 __
e*te®? =e¢

z1+2z2
(621 )22 — g?1%2

Especificamente, n € Z:
()" =e™* =" (cosny + isinny)

Férmula de Moivre:
(cosy + isiny)™ = cosny + isinny

Coordenados polares, para nimeros complexos, z = = + iy = (r)g:

T = rcosb, y=rsinf, r>0,—nm<0<mw

Vale:
(r)g = (r)no, n €L

Equacdo Binomio de graun > 1:
(%) : "=c=a+ib= (1)

Os n raizes em (x) sdo:

2= (/) o+2pm , p=0,.,n—-1

3.1 Exercicios:

3.1 Escreve nimeros complexos de forma polar:

(@)
(b)
(©
(d)
(e
€]

—4 — 44,
2v/3 — 61,
N
P +izs,
34 1iv/3,

4
142

1
—242i/3"

3.2 Escreve nimeros complexos de forma = + ¢y:

(@)
()

3.3 Utilize férmula de Moivre para encontrar as férmulas de cos 3v, sin 3v, cos 4v,sin 4v.

Hint! Lembre-se:

(z+y)° =2’ + 32y + 3z + ¢°
(z+y)* = 2* + 4%y + 62%y° + 4a® + o
3.4 Demostre, por exemplo por inducio e usando as férmulas de adi¢do para cos e sin, a férmula de Moivre.

3.5 Resolve as Equa¢des Bindmios:

@ z'=2,
(b) z*=—1,
(¢) 2% = —i,
d 22=1-1,

e (z—1)°*=—-1+4,
® (z+2)" = 8.

Em cada caso, indicar os raizes numa figura.

HaTepaTika 4 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
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4 [Equacoes Diferenciais Lineares com Coeficientes Constantes.
4.1 A Equaciao Homogénea.
Para a equagio linear, homogénea de ordem n com coeficientes constantes:
d"z "tz dx
() = pT +an,1W+...+a1E +apx =0 t€ER,
Escreva: R
Lx =0,
e notamos que a operadora L é linear:
I: L(x+y)=Lx+ Ly 0
II: L(az)=oalx
Procurando solugdes da forma o(t) = ce™t, temos:
LeM = P(\)eM, 2

onde P()) é o Polindémio Carateristico:
PO)=A"+an1 A" ' +...+ad+ao, a;€R,

Equagdo (2) diz, que e** é autofungdo da operadora L com autovalor P()). Se A € Céraizem P()), entdo as fungdes:

or(t)=ceM, ceC, teR

séo solucdes do (x).
Derivando Eq. (2) ao respeito de A (derivacdo ao respeito de A e t comutem):

Lte™ = P'(\)e + P(A)te™
Derivando novamente: N
Lt*e™ = P"(\)eM + 2P' (\te + P(\)t2e
Generalizando:
p
Ltre =3 " PO %N, p>1
q=0
Se A é um raiz, possivelmente complexa, de multiplicidade 1 < p < n:

PN =P N =...=P"'(V) =0

as p fungdes:
At o, At —1 Xt
e te™t, - tP e
sdo solucdes linearmente independentes da equagido homogénea: Lz = 0. Qualquer combinagio linear:

At

z(t) = cre™ +eate™ + . 4 t? M teR

¢ solugdo da equacdo homogénea.
No caso A complexa, temos que se ) é rafz, entdio seu complex conjugada, X também o é. Denotando: A\ = a4 (3, a exponencial
complexa ¢ definida por:

et — o (cos Bt + i sin Bt)

Para um par de raizes complex conjugadas de multiplicidade p, as 2p funcdes:

At At
e

At At —1 At ,p—1 Xt
sel te, R R ]

te”",
séo solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea, (). Temos:
cyel@TB o (=it — (0™ cos Bt + cae®™ sin Bt
Assim, 2p solucdes linearmente independentes para a equagdo homogénea, sdo:
e®! cos Bt, e®' sin B¢, te®' cos Bt, te* sin Bt, - - - , 17 L™ cos Bt, tP " e™! sin Bt,
e qualquer combinagdo linear:
z(t) = (clem +cote® + ..+ cptp_leat) cos At + (dleo‘t +dote® + ...+ dptp_leat) sinfBt, teR

¢ solug@o da equacdo homogénea. Pelo Teorema Fundamental do Algebra, os n raizes geram n solugdes linearmente indepen-
dentes da equag@o homogénea, (x). Através de uma Teorema de Existéncia e Unicidade, concluimos que estas combinagdes
lineares constituem a solucado completa.

HaTepaTika 5 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
Made in BTEX Simples!
29 de junho de 2018 Err, err e err novamente.
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Consideramos a Equagio Inhomogénea®:

(#%) : Lz = q(t), teICR.

A Solugdo Completa da Equacao Inhomogénea, SCEiH, é dado como a Solu¢ao Completa da Equa¢ao Homogénea, SCEH, mais
uma Solugdo Particular da Equagdo Inhomogénea, SPEiH. Assim, para resolver (%), basta encontramos uma solugdo particular
da mesma. Para esse fim, escreve ¢(t) como uma soma de fungdes elementares:

qit) =a1qi(t) + ... + argw(t).

E resolve:

(g : Lz = qr(t), tel.

Se gi(t) = tme™, X € R (C)e A, ndo é raiz de ordem p > 0, uma solugdo particular é da forma (p = 0 corresponde ao caso

A ndo ser solugdo):
or(t) = (Aot? + Aitp+ 1+ ...+ Ant” ™M, AeR (C)

A mesma idéia é aplicavel no caso qx(t) = e cos Bt (ponhe A = « + i3 a cima), mas nesse caso precisa-se incluir termos
tanto de cos e sin. Por exemplo, se:

qr(t) = ™" cos ft,

uma solucio particular serd da forma:
or(t) = Ae®* cos Bt + Be™" sin St.

e* sin ft. Em ambos os casos, a utilizacio da exponencial compleza &

Um comentdrio similar vale para o caso gk (t)
vantajosa. No caso:

qr(t) = €™ cos ft = Re (e(a+i6)t)

considere a equagdo diferencial complexa:

~ 8Vt
Lz = e(a+2/3) ,

e resolve esta usando os resultados a cima. Terminado, a solugéo particular da equagéo original, é: ¢, = Re (Zk). Similarmente,

para:
qr(t) = e cos ft = I'm. (e(o‘ﬂﬁ)t)

considere novamente:

Ezk = platif)t,

Resolvida, a solugdo particular da equagdo original, é: v, = I'm (Zy).

4.3 Exercicios:

4.1 Encontrar a solug¢do completa das equacdes diferenciais:

d*z  d’xz  dx
@ g e a0
iz d?x dx
b) — —3—5+3——2=0
® G e T
diz d?x
diz
() P
d'z Pz d*x dx
— 46— +5— —24— — 36z =0
© G T T a
dSz diz d*z
— 4+9—+24— + 162 =0
O G TG T2 g T16
4.2 Encontrar (i) a solu¢do completa das equagdes diferenciais e (ii) a solu¢do maximal passando pelos elementos de linha
indicados:
&z d*z dx
(@) aB T ae 4& +4x =0, (to,vo,p1,p2) = (0,-3,-3,3)
iz dx
(b) ﬁ E =0, (toax07p13p2) - (7T327_274)
diz dix d*z dx
— —6——+12— —-8— =0 (¢ =(0,0,0,—-2,—4
© i T2 7 (to, zo,p1,p2,p3) = (0,0,0, -2, —4)
4.3 Encontrar a solugdo completa das equacdes diferenciais:
A3z d*z dx ¢
— — — = teR
(a) dt3+3dt2+3dt+x e, €
d4ZC 4
(b) ﬁ+16x—t , teR
>z d*z ¢ .
(C)ﬁ+4ﬁ:e +351n2t+t, tER
A3z d*z dx ¢
— —b5—+4— =-1 R
(d) ¥E 5dt2 + gt Oe ", te
dBr Pz dx ¢
© @ ae Pa = 'EF
2Nzo homogénea
HaTepaTika 6 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
Made in BTEX Simples!
29 de junho de 2018 Err, err e err novamente.

Mais menos e menos € menos... Piet Hein



-. [ Dr. Ole Peter Smith =
.. Instituto de Matematica e Estatistica £
U F G Universidade Federal de Goias
ole @mat.ufg.br - http://www.ime.ufg.br/docentes/olepeter

4.4 Encontrar a solu¢do completa da equacdo diferencial:

3z A’z dx 9
T I e A pop
a5 Cae TSq —r=e

t

4.5 Encontrar a solugdo completa das equagdes diferenciais:

(a)%+3%+2x:et, tcR
(b)%—6%+9x:t3, teR
(c)LZZQT;U—2‘;—16—1—536:%5‘157 teR
(d)%—3%+2x:2t2+3, teR
(e)%—&-?%-ﬁ-sz—Bsint, teR

() %-F%—Zr:e%—i-t, teR
(g)%w%wngetwsm, teR

(h) %—&—4%—1—81::26%005215—1—00575, teR
(i)dg—x+m:3cosf+2t2+3, teR

dt? 2
Encontrar a solucido completa das equagdes diferenciais:

4.6 (a)ﬁ*ﬁ+af.ﬁ=, teR
(b)%73§%+3%7m:0, teR
(c)%+2§%+x:0, teR
(d)(i%c—&-x:(), teR
(e)%+6%+5%—24%—36x:0, teR
() %+9%+Q4%+16x20, teR
(g)%—%—4%+4x:0, teR
(h)%-&-él%z& teR
(i)%—fi%-&-l?%—S%:O, teR

5 Método de Coeficientes Indeterminados

Considerando um EDO [linear € normalizado, de ordem dois:

d
ar —|—p1(t)d—f +po(t)z =q(t), telCR,

e dado que 1 (t) € solugdo da equacdo homogénea, entdo (no intervalo I)

1
w1(t)?

também é. Aqui, como acostumadamente: P;(t) = [ p1dt. No mais, uma solugdo particular da equago inhomogénea ¢ dado

por:
oolt) = palt) [ 2 dt = or(e) [ 220 e
Il(t) Iz(t)

(ML) =L =1 W) 50

Nota-se, que o cdlculo do W (t) pode ser simplificado considerdvelmente:

e P Odt = o, (1)1(D),

pat) =) [

, tel

| e P01 P
Wi(t) = ‘ Soll(t) o ®I(t) + 901(t)1/(t) ‘ =p1(t) -1 (I (t)

Pela defini¢éo do integral I (¢):
1

I't)= ——e T
W=
Entdo: 1
Wi(t) = 12— e P = o=P®
)=
HaTepaTika 7 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
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5.1 Exercicios:

5.1 Para as Equgades Diferencias abaixo, demostre que ¢1 () é solugéo, encontre a solugdo completa:

d*z 9 T T 1
(a) ﬁ—(l—&—?tan tyx =0, te}—§7§[7 tpl(t)—cost
d*z dx T T .
(b) o 72tanta+3x:(), te]f?g[, ©1(t) = sint

2

d°x dx

5.2 Para as Equacdes Diferencias abaixo, demonstre que ¢1 (¢) € solugdo, encontre todas as solugdes maximais:

t

+({t+1)z=0, t>0, pi(t) =e

2

(a) ﬁftanht%f(lftanth)x:et, teR, ¢1(t) = cosht
d’*z dx T T .
(b) W—Tcanta + 3z = 3tant, te]_§’§[’ p1(t) =sint
Pz dx 5 1 1
P t— + (P = =tvt, t>0 t) = — cost
© Pzt + (- Dr=t/t, >0, ¢i() 7 €0

d*z dx
2 2 3
) ¥ kel — N = R = h
@ g —2t — (=2 =t", teR, () = tcosht
d*z dx
1-)=2 —t— =t -l<t<l1 )=t
(e) ( )dt2 dt +z ) <t <l 901()
d*z dx
2 2 .3 g
6t s Qtdt + (" +2x=t>, t#0, pi(t) =tsint
2
(2) sintilleJr2(:osz‘/cc%j —sintz =0, t# pm, pi(t) = Si:lt
5.3 Considere uma EDO da forma:
2L % o0, teR
ez " ar TN T

Uma EDO deste tipo, é conhecido como um EDO de Euler (de segundo ordem).
Usando a substituicdo u = logt e ¢(t) = v (logt), demonstre que em cada um dos intervalos, ¢ < O resp. t > 0, a
equacdo € equivalente a:

%—&—(al—l)j—z—i—aox:Q ueR
Encontrar a solugcdo completa das seguintes EDOs de Euler:
(a) tszf—Sti—f + 3z = 117:2 t>0
(b) tQ‘% - 4t6;—:: + 62z =6(logt)” +2logt+4, t>0
© t“% - 2t‘fl—f + 2z = 2 Arctant, t>0

5.4 Encontrar a solugdo completa da EDO:

& d
t(t+1)£+(2—t2)d—j—(2+t)x: (t+1)%, t>0,

adivinhando uma fun¢éo de poténcia como solucéo da equagdo homogénea.

5.5 Sabendo que tens solugdes exponenciais, 1 (t) = e**, encontrar todas as solugdes maximais das EDOs:

(@)
A’z

dx
He+1) o5 +(2- t2)a -

5.6 Sabendo que as equagdes homogéneas tens solu¢des polinomiais, encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:

@2+tr=01t+1)?%  t>0.

(a) (t—2)2%—(t2—2t)% +tx=0, t#2,
(b)(t2+4)%—2t%+2x:07 t €R,

(©) (2t3+t)§%+(2t2+3)t% — 8tz =0, tER,
(d) %(t2+1)% +t%fx:Arctant, teR.
() (t2+1)%+2t%—2x:4t2+2, tER.

5.7 Sabendo que tens solugdes potenciais, @1 () = ¢, encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:

sd%x dx

2 .
(@) 26* 5 + 3t —w =91 + 5tVE; t>0,
5.8 Encontrar todas as solu¢des maximais das equagdes diferenciais:
2

(a) %fG%Jer:etcoth, teR
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(b)@—zdﬁJrz =e'sint teR
a2 Tap T eRmD
d’x dx e’
LAY Seid — 92
© Gz "ty trTlE 170
d*z
(d E+4x:—40052t, teR
dQCL‘ ¢
(e)ﬁfmzélte, teR
2
® ZT:; +4‘;—f 45z = —2 *sint, tecR
5.9 Encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:
dx .
(a) cosht— + sinhtx = 3cosh2t, t € R

dt
2

d°x dx
b) sint—- — t—=1,teR
(b) sin p7o) cos 7 ,t €

6 Séries de Poténcias e EDOs

Para alguns EDOs, particularmente do segundo ordem (tipicamente EDOs com coeficientes polinomiais): podemos encontrar
solucdes em forma de séries de poténcias:

—+oo
y= f(ZE) = Za‘nxnv
n=0

onde z perténce a um certo intervalo, o intervalo de convergéncia, | — A\, A[. Mencionamos, que uma série de poténcia é
uniformamente convergente no seu intervalo de convergéncia, isto é, podemos ’trocar somatdrio com derivacio (integracdo)’, ou
seja:

+oo “+oo
y = f(z) = Znanﬂcn_l = Znanmn_l,
n=0 n=1

—+oo —+oo —+oo
y' = f(x) = Z n(n —1)anz" > = Z n(n —1anz" ? = Z n(n —1anz™ 2.
n=0 n=1 n=2

Mencionamos a fun¢io soma de umas séries de poténcias notaveis:

— (2n+1)!
+oo 22'2”
Z(—l)"—' =cosz, z€R
n=0
oo p2ntl
(-1)"——— =sinz, z€R
7;) (2n+1)!
+oo 2"
log (1 —x) :_Z?’ lz] <1
n=1
+oo o
(1—93)“:2( " ):p" lz| < 1
n=1

Na ultima série, o € R, aparece os coeficientes binomais generalizados:

( a ) _ala-1) - (a-n+1)

n n!

Destacamos que no intervalo de convergéncia:

“+oo
y(z) = Z R
n=0

d +oo —+oo
d—y = Znanaf”l = Znanm" Lo
o
n=0 n=1
d2y +oo 400
i Z n(n —1apz" = Z n(n —1)az"”
T
n=1 n=2
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6.1 Exercicios:

6.1 Encontrar intervalo de convergéncia para cada uma das séries de poténcia abaixo:
1
@ » —a’
nn

(b)

© > [1-(=2)"a";

@ Y L

1 .
© 2 v
—+oo
0 > (Vn+1)" 2"
n=1
XX n
(2 ;ﬁx ;
+oo 1
+oo

. 1,
® ;2n+1$ ’

+oo _1\no2n
() 27( Dl "

— 2n
—+o00
@2n)! .
) > =g
n=1
+oo 5
Yy 37
n=0

6.2 Encontrar a série de poténcia e seu intervalo de convergéncia das seguintes fungdes:

() f(x)=cos®x;
(b) f(z) = sinh®z;

1+x
© f(z)= T
d flz) = L
T2
T
© 1) = T e
() flz) =log(1+x);
@ fz)=(1+2")log(1+a);
(h) f(x) = Arctanx;
(i) f(x) = Arctanz + log /1 + z2;
6.3 Encontrar intervalo de convergéncia e fun¢do soma, das seguintes séries de poténcia:
+oo
@ > (-1)"z*"
n=1
+

(b) Zoo na™;
n=0

+oo -1 n—1
(© Zi( ) z";

“—n(n—2)

+o0 gn
d) ;;x :
+oo
© Y (=1)"(n+1)a";
n=1
—+oo

M > (=" e

n=1

—+o0

1
() —a"
; (n+3)!
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()

®

+oo n
n=1

® n(n — 1)(n—2)x :

6.4 Dado a EDO:

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0, 1, 0).

(b) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0, 0, 1).

(c) Encontrar intervalo de convergéncia e funcio soma da série da questdo anterior.

(d) Escreve a solucdo completa do ().

6.5 Dado a EDO: )
Ay dy
(x) : xdm2+xdx+y70,

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0,0, 1).

(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fung@o soma da série do questdo anterior.

(c) Qual séria a estratégia para encontrar a solugéio completa do (x)?

6.6 Dado a EDO: )
e N .
(*): (x—=z )da:2 3xdaz y =0,

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugio de (x), passando pelo elemento de linha (0,0, 1).

(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fungdo soma da série do questéo anterior.

(c) Encontrar a solu¢do completa do () no intervalo | — 1,1][.

6.7 Dado a EDO: )
o dy dy 3
() : T dx+4a: y =0,

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia, a solugdo, ¢(z), de (x), tal que: p(0) = ¢'(0) = 0e ¢"(0) = 2.

(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fungdo soma da série do questio anterior.

(c) Encontrar a solu¢do completa do ().
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