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1. (a) Ipt. Encontre o polindmio de Taylor de ordem no méximo 3 da fungfo f(z) = z — Arctanz.

e A pr = _ 1+x
(b) Ipt. Encontre o polindmio de Taylor de ordem no mdximo 3 da fungdo f(x) = log fj—x

(c) Ipt. Encontre todos os constantes a, b, ¢ € R, tal que o limite:

; 1
ax® + bx? + cx + log 1+x
lim —
z—0 x — Arctanx
existe e € finito. Nestes casos, qual o valor do limite?
Solution:
(a) Série geométrica:
1 =
= ", x| <1
——=> " ||
n=0
Substituindo z — —z2:
1 =
2
Tz = 2 (D e <1
n=0

Uma série de poténcia € absolutamente convergente no interior do seu intervalo de convergéncia,
podemos trocar a ordem de somatdrio e integragdo:

T 1 x [+o0 ) +o00 220+l
Arct = ——dl = -1t | dt = "
retanx /0 1+ ¢2 /0 Z( ) Z( ) 2n+1

n=0 n=0

Isto mostra, que o Polinomio de Taylor de ordem n do Arctan x é:

23 220t
Arctanz = x — 3 +...+ (—1)"2n 1 + 22" 2 (2)

Subtraindo: .3 Lont
x — Arctanz = 3 +...— (—1)"2n 1 + 222 ()

O Polinomio de Taylor de ordem 3 para z — Arctan z é:

3
P3(x) = x — Arctanx = % + ze(x)

(b) Oberservamos que para |z| < 1:

+oo
1 1 2
= =9 2n
11—z + 1+2 1—22 Z v
n=0
Integrando:
1 T/ 1 v I
log1+m =/ <1t+1t> dt:/ 25" 2 g —
-t 0 o + 0 n=0
too 2+l
o 2n+1
Temos:

x 2 2
=9 “..3 e 2n+1 2n+2
T 5L‘+3x + +2n+1x +x e(x)

O Polinomio de Taylor de ordem 3é:

log

Qs3(x) =2z + %xg + ze(x)

(c)
az® +bx® +cx +log {2 (c+2)x +ba? + (a+ 2)2° + ate(x)

3
x — Arctan &+ xte(x)

Que é convergente, se e somenbte se: ¢ + 2 = 0 A b = 0. Nestes casos:

az® +bx® +cx +log 15 (a+ 2)a® + ate(x) _

3
x — Arctanz T+ ate(x)

2
3a+2+ze(z) > a+ <

3
paraxz — 0.
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2. Considere a funcdo:
flay) =2 +y° +e, (z,y) €R?

(a) Ipt. Encontre seus pontos estaciondrios e os classifiquem.
(b) Ipt. Encontre a imagem da fungio em R?, respectivamente em 0 < 22 + 3% < R2.

Solution:

(a) Derivadas parciais de 1° ordem:

% =2z + ye™?, g—‘; =2y +ze™

Pontos estaciondrios. Primeiro: (0, 0 é estaciondrio. Mais, se: y = 0, temos = 0 e vice-versa.

Supondo y # 0:

0
of =0 & W=-2
or y
Segue, que x e y necessariamente tem sinais opostos. Inserindo na outra equacéo:
2 2
xr — X
0=2y—2:2 =2.7 o y=+z
Yy Yy

Somente y = —x € possivel. Inserindo isso:

Assim temos somente um ponto estaciondrio:

(z,y) = (0,0)
Derivadas de 2° ordem:
o f 2 f o f
A Yy =(1 xy — 4 —9 2, zy
Ox? tye Oxdy (14 ay)e™, Oy? e

Em (z,y) = (0,0):

r-(7 ,)

Polindmio caraterfstico: (2—\)2—1=0 < 2—\ =41 < A\ =1V = 3, ambos positivos.

Assim (0, 0) é um minimo local:. f(0,0) = 1.

(b) Claramente: f(z,y) > e paraV(z,y) € R?, onde igualdade vale somente se (z,y) = (0,0).

Mais:
tlglzl?oo f(t7 t) = +o0
Assim: Im(R?)= [1, +00]. Nos circulos 22 + y? = R%:
x = Rcosf, x = Rsind,

0<6<2m: .
g(0) = f(Rcosf, Rsinf) = R% 4 21" sin20

Derivando:
g (0) = R?cos 20635020 _ 0 o cos20=0 & 20= g+pﬂ' &

Concluimos: - -
R?+e 2 < g(0) < R* + ex

E, finalmente: Im(z? + y? < R?)=[1,R? + e3 R’ [
3. Um conjunto, C, é limitado pelas curvas:
ry=a, zy=>b, zy’=a, xy*=2_4,
0 <a<b,0<a< (easubstituicio:

wz,y)=zy A v(z,y) =ay’

(a) Ipr. Desenhe o conjunto e encontre (z,y) em termos de v e v: = z(u,v), v = v(u,v).

(b) Ipt. Encontre o Jacobiante tanto em termos de x e y: J(x,y), como em termos de u e v:

J*(u,v). Qual relacdo entre os dois?

(¢) Ipt. Encontre a drea, A, do C.
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(d) Ipt. Supondo uma masse uniformamente distribuido, p(x,y) = 1, encontre o centro de masse
do C":
C= = dxd
R TAWES

(a) Observe:  =0Vy =0 = u=wv=0. Suponhamos z > 0ey > 0.

u

Solution:

Inserindo:

U us
= U —_ = _—
v v

Estritamente, temos também z < 0 Ay < 0,comu > 0 Av > 0:

SRR

(b) Derivadas parciais:

ou_ w00
or oy 7 Ox Oy Y
Jacobiante: o 5
5 os| v ¥
JI(x,y) = = = 3zy’ — xy’ = 22y’
ou v 3 2
5y oy x 3y
Em (u,v):
dr 3 [u Oz 1 |ud
ou 2V o ov 2Vl
oy 1 |wv oy 1
ou 2V ud v 2w
Jacobiante:
oz 0 3 /w  _1 /o
. u ﬁ 2 v 2V u3 3 1 1
j(u7v)_a$ By_ 1 w3 1 _@_%_%
v v 2V 3 2/uv
Naturalmente: 7*(u,v) = ‘7(715 oy cf:
dedy = T* (u,v) dudv & dudv = J(x,y) dedy
(©) b s
1 1 1
A= /a /a % dudv = 5 [U]Z [logv]g = i(b —a) logg
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%Calculate area

\pgfmathparse {\b—\a} \let\A\pgfmathresult;
\pgfmathparse {\AxIn (\ Beta/\ Alpha)} \let\A\pgfmathresult;
\pgfmathparse {0.5x\A} \let\A\pgfmathresult;

\coordinate (P1) at (4,3);
\coordinate (P2) at (4+\A,4);

\draw [draw=black, fill=blue, opacity=0.1] (P1) rectangle (P2);
\draw [draw=black, fill=blue, opacity=0.1] (P1l) rectangle (P2);
\draw [draw=black] (P1) rectangle (P2) node[color=black,pos=.5] {A};

(d)
b B b , ,

z:/a /a x%dudv:/a/a f;}dudvé/au:smdu/a 032 dy —
Ut e]” [ aan] 1202 e ey (L LY
2 [1+3/2“1+32L {13/2“1 32}_ 351 (07— (\/B \/&)_

2.(;)5/2 5/2)M
g vaB
Entao:
4 PP-ab? o B
xC _a .\/ai g
1 5
//yfdudv—// \/7dudv—2/ /%dq;:
1 1
2 [11/2f] [11/2f}
2(vb—va)(v/B - Va)
Enfim:

%Calculate Ix, then xc

\pgfmathparse {\b*\bxsqrt (\b)—\ax\axsqrt(\a)} \let\Ix\pgfmathresult;
\pgfmathparse { (1/sqrt (\ Alpha)—1/sqrt (\Beta))*\Ix} \let\Ix\pgfmathresult;
\pgfmathparse {2.0/5.0%x\Ix} \let\Ix\pgfmathresult;

\pgfmathparse {\Ix /\A} \let\xc\pgfmathresult;

%Calculate Iy, then yc
\pgfmathparse{sqrt (\b)—sqrt(\a)} \let\Iy\pgfmathresult;
\pgfmathparse {2.0x\1y/(sqrt (\Beta)—sqrt (\Alpha))} \let\Iy\pgfmathresult;

\pgfmathparse {\1y /\A} \let\yc\pgfmathresult;

\filldraw (\xc,\yc) circle(lpt) node [right]{$CS$};

4. (a) Ipt. Encontre a série de poténcia para a fungéo:

1

@) =1z

Qual seu intervalo de convergéncia, | — A, A[. A série é convergente nos pontos finais do inter-
valo? Qual seu limite?

(b) Ipt. Encontre, em termos de uma serie infinita, os valores do integral:

¢ 1
—d
/0 1424 %

onde 0 < a < 1. O que acontece com o integral, quando a — 1?

Solution:
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(a) Usando mnovamente a série geométrica:

+oo
1 n n
1+ a? =2 (=Dt Jz <1
n=0

Assim, A = 1 e a some nos pontos finais, sdo:

“+ o0

Que ¢ divergente para x = 1. Observe:

Isso é uma contradi¢io?

(b) No interior do intervalo de convergéncia, a série de poténcia € uniformamente convergente,
assim podemos trocar a ordem de somar e integrar:

[ [ S cvratmas = 3w [ e = S o<
—_— = — T Xr = — x Xr = — —, |a

n=0 n=0

Nos fins do intervalo, temos a série:

+oo
1
_1"
nZ:O( ) dn+1°

que é condicionalmente convergente, a soma sendo:

+oo 1
1 11 1 dz
—q)n s (=) S
> (V" A TR G e /0 1428

n=0

Cddigo IATEX/TikZ para a figura em item 3.a:

\pgfmathparse {8} \let\xr\pgfmathresult;
\pgfmathparse {4.5} \let\yt\pgfmathresult;
\pgfmathparse{—0.1} \let\xI\pgfmathresult;
\pgfmathparse{—0.1} \let\yb\pgfmathresult;

\clip (\x1,\yb) rectangle (\xr,\yt);
\draw [>=stealth,—>] (\x1,0) (\xr,0) node [right] {$x$};
\draw [>=stealth,—>] (0,\yb) — (0,\yt) node [above] {$y$};

\pgfmathparse {1} \let\a\pgfmathresult;
\pgfmathparse {3.5} \let\b\pgfmathresult;
\pgfmathparse{1} \let\Alpha\pgfmathresult;
\pgfmathparse {4} \let\Beta\pgfmathresult;

\pgfmathparse {0.2} \let\YB\pgfmathresult;
\pgfmathparse {8} \let\YT\pgfmathresult;

\draw [color=blue ,name path=a,samples=200,domain=\YB:\YT] plot ({\a/\x}, {\x});
\draw [color=blue ,name path=b,samples=200,domain=\YB:\YT] plot ({\b/\x}, {\x});

\draw [color=orange ,name path=alpha,hsamples=200,domain=\YB:\YT] plot ({\Alpha/(\x*x\x*x\x)}, {\x});
\draw [color=orange ,name path=beta, samples=200,domain=\YB:\YT] plot ({\Beta/(\x*\x*\x)},
{\x});

\tikzfillbetween [of=a and b]{blue, opacity=0.1};
\tikzfillbetween [of=alpha and beta]{blue, opacity=0.1};

\foreach \t in {\a,\b} {
\pgfmathparse{sqrt (\Alpha/\t)} \let\y\pgfmathresult;
\pgfmathparse{sqrt (\tx\tx\t/\ Alpha)}\let\x\pgfmathresult;
\filldraw (\x,\y) circle(1lpt);

}

\foreach \t in {\a,\b} {
\pgfmathparse{sqrt (\Beta/\t)} \let\y\pgfmathresult;
\pgfmathparse{sqrt (\tx\tx\t/\Beta)}\let\x\pgfmathresult;
\filldraw (\x,\y) circle(lpt);

}
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