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1 EDOs de Ordem 1

Para a equagdo diferencial linear de ordem 1:

Dy pwr =), wel

onde p e ¢ sdo fungdes continuas no intervalo I, a solugdo completa é dado por:

y(z) =e P {/ e g(z)dx + c} .

Onde: P(z) = [ p(z)dz. Nota-se: A Solugdo Completa da Equago Inhomogénea (SCEI) ¢ a Solugdo Completa da Equagdo
Homogénea (SCEH) mais uma Solucdo Particular da Equa¢do Inhomogénea (SPEI).
Para a equagdo diferencial separdvel de ordem 1:

fy)dy = g(x)dx, =z,ye€QCR?

onde f e g sdo fungdes continuas no intervalo I, com primitivos F' resp. GG, a solu¢do completa é dado por:

F(y) = /f(y)dy =G(z)+c= /g(;r:)dac +c R

/x: f(x)dx = /t: g(t)dt

w = L(z,y)dz + M(z,y)dz = 0, (z,y) € Q C R?
Os pontos singulares da w, sdo os pontos: L(z,y) = M(z,y) = 0. A forma diferencial € dita Exato, se eixste uma fungéo
diferenciavel, F'(z,y), tal que dF' = w. Neste caso, a fun¢do F'(z,y) é chamada a funcio Potencial. A forma w é exato, se e
somente se, integrais de curva somente dependem da posicao inicial e final, ie ndo dependem do caminho.
Um outro resultado €, que se a forma w € exata, entdo ela é fechada:

Ou mais especificamente:

Considere a forma diferencial:

oL _ou
oy~ Ox
Do outro lado, se w é fechada e €2 € aberta e de forma estrela, entdo w € exata.

Teorema 1 (Teorema de Existéncia e Unicidade para formas diferenciais).
Seja Q € R aberta e L(x,y) e M(z,y) CH(Q), tal que (L(zx,y), M(z,y)) # (0,0) em todo Q, entdo em cada Ponto,
(z,y) € Q, passa uma e somente uma solugdo para:

L(zx,y)dz + M(z,y)dy = 0
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1.1 Exercicios:

1.1 Encontrar, usando o método de separagdo das varidveis, a solucdo completa das equagdes diferenciais abaixo. Encontre
também a solugdo maximal, ¢(t), passando pelo elemento de linha indicado:
(@ % =5t teR, 2#0.¢(0)=1.
(b) € 42 =0 (t,z) €R?.o(0)=0.

dt

© % =2xt>, teR, xeRy.p(0)=1

(d) %:”%’7, t>0, z>1.¢(1)=2.

Hint:
1 1

-z x-1 =

1.2 Encontrar as solu¢des maximais das seguintes equacdes diferenciais
Gabarito: Férmula geral:

a(t) =e 7® {/q(t)ep(t)dt + c} ,el
c arbitrario em R.

(@ % —3z=e*, tekR,
Gabarito: q(t) = ¢** € C®(R). p(t) = -3 € C*°(R) = P(t) = —3t. Existencia e Unicidade em todo R.

x(t) = ¥ {/the_stdt + c} = {/e_tdt + c} =

e+l =e" ¥ teR
(b) t¥ — 2z =+¢> ¢ >0,
Gabarito: Parat # 0, ie. t > 0, resp. t < 0, 0 EDO € equivalente a::

d—x—gaz—fl
.t

g(t) =t € C=(R). p(t) = —2 € C*(R):

P(t) = /p(t)dt = /—%dt = —2loglt| = —logt®

Existencia e Unicidade em ¢ < 0, resp. ¢t > 0.

2(t) = €= {/t4e*1°gt2dt+c} = {/t2 dt+c} = {%t?’—f—c} = %ﬁ +ct®, t#0

Reparamos, que todas as solu¢des sdo definidos também em ¢ = 0:

H4ct?, <0
z(t) = z(0)=2z(0"): & 0=0
P+t >0
St*4+2c7t, t<0
z'(t) = Z07)=2'0"): & 0=0

Stt+2ctt, t>0
Ou seja: toda solucdo pode ser continuada para qualquer outra, diferencialmente através de ¢ = 0; todos passardo
para o ponto (¢, z) = (0, 0), sendo que infinitias solugdes passardo por este elemento de linha, e nenhuma solucio
passa por (0,z), = # 0.

(c) Z—f +xztant =sin2t, t€ ]—% g[

Gabarito: I =] — 7, Z[: q(t) = sin2t, p(t) = tant € C*°(I):

P(t) = /tantdt = —log|cost| = —logcost, t € I

in 2¢
z(t) = cost{/ Sclz)lst dt—l—c} = cost{2/sint dt+c} =cost{—2cost +c} = —2cos’ t4ccost, t € I

Notamos, que tentando continuar solugdes do intervalos consegutivos da forma: I, =](p — 1)5,p5[e Ip11 =
Ip3, (p+D3lpe:

- +
:r(pg ):z(pg) & —24¢ =-24c" o ¢ =c"

Assim todas as solu¢des maximais em R sdo:

x(t) = —2cos’ t + ccost, t € R.

1.3 Encontrar as solu¢des maximais das seguintes equagdes diferenciais

d X 3
(a) && — Sty —cost, te|-Z,2;
dt 1+sint 27 2

(b) 42 =_2t t<OVt>0;

dx . . T w[.

(¢) costZy —xsint = tsint + cost, te]—g,g[,
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(d %‘ + xcost =sintcost, teR.
1.4 Encontrar todas as solu¢des maximais da equagdo diferencial:

dz
dt
Encontrar a solu¢do maximal, z = ¢(t), cuja: ¢(5) = 0.
Gabarito:
q(t) = sintcost, p(t) = cost € C*(R:

+ xcost =sintcost, teR

P(t) = /cost dt =sint
Encontrar todas as solugdes maximais da equagao diferencial:
dx

dt
Encontrar a solugdo maximal, z = ¢(t), cuja: ¢(5) = 0.

+ xcost =sintcost, teR

1.5 Seja g uma funcdo diferencidvel no intervalo I. Encontre, em termos de g, todas as solucdes maximais da equacio
diferencial:

dzx , ,
— + = I
dt g (t)m g (t)7 te

Encontrar a solugdo maximal, z = ¢(t), cuja: ¢(5) = 0.
1.6 Encontre a solucdo completa da equacio diferencial:
dx
dt

Mostre que para todos solugdes maximais, ¢(t), a limite lirr% o(t) existe. No mais, mostre também que ndo existe
t——1+

2 —¢?

tt+1)—+z=tt+1)% ", tR

solugiio maximal cuja a limite lim ¢(t) existe.
t—0—

Gabarito: Primeiro, para dizer algo sobre existéncia e unicidade, precisamos normalizar e equagdo. Parat # 0, —1, a
equacdo € equivalente a:

dx 1

2
= =@t+1e ", ¢ -1
@ Tyl - Ere s A0

Mostre que para todos solugdes maximais, ¢(t), a limite lirr% ©(t) existe. No mais, mostre também que para somente
t——1+4

uma solugdo maximal, a limite lim (). Assim, p(t) = i(til) eq(t)=(t+ l)et2. Temos:

t—0—
111
tt+1)  t t+1
Integrando:
1 1 1
P(t):/p(t)dt:/t(tH)dt:/(g_?l)dt:
t
log |t| — log |t + 1| = log m‘
Assim:
e,p(t) _ ‘t—:l‘
E:
P(t) _ —¢2| ¢
q(t)e™” = (t+1)e 1

Dividimos em dois intervalos, primeiro: t < —1:

_ 1
/q(t)eP(t) _ /—te t2 _ 56 7527

a solucdo completa sendo:

Para—1 <t <Oout > 0:

com solucio completa:

t+1 1 _
z(t) = % |:—§€ ? 4 c]
Assim, podemos escrever a solugdo:
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231 [%e—tz + cl] , t<—1
s(t) =4 H -t e, —1<t<0

2
H-te? ta], t>0

Para qualquer solu¢do maximal:

Assim, nenhuma solu¢cdo maximal pode ser extendido atraversando ¢ = 0, porém para extender uma solugdo através de
t = —1, precisamos exigir que isso acontece de forma diferencidvel, ou seja os seguintes limites deviam existir e serem
iguais:

lim z'(t) = lim z'(t)

t——1— t——1+1
Diferenciamos:
dt+1 1 _42 1—t _2 c
— |- =+
at t { 2¢ +C} aGro2° ‘Taxoe
Para nenhuma dessas solugdes, existe limite para ¢t — —1.
1.7 Encontre a solucido completa das equagdes diferenciais:
@ (t+1)%24+2>=0, t#-1,z#0
(b) (t—1)% =tz, t#1,2#0
2 Formas Diferenciais
2.1 Existéncia e Unicidade
Teorema 2 Equacdo diferencial normalizada de ordem n:
d"z dx a1z
= =F(tr,—,... t eyDPno1) €EQC R
(*) dtn ( s LTy dt’ D ggn—1 )7 ( s Ty P1, s Pn 1) S -
Se:
1. Q aberta;
2. F é continua em Q;
3. As derivadas parciais da F' ao respeito de x, ‘;—f, ey cclljn%lf sdo continuas em ).
Entdo, pelo qualquer emphelemento de linha: (to,xo,p1, ..., pnfl) € Q, passa uma e somente uma solugdo mdximal para
(%), ou seja:
x(to) = xo, x/(to) =p1, ... x(n_l)(to) = Pn-1.

2.2 Formas Diferenciais

Forma diferencial em R?:
w= L(z,y)dz + M(z,y)dy, (z,y)€ Q

Teorema 3 Se:
1. Q aberta;
2. L, M sdo C*(Q);
3. (L, M) # (0,0) para todos (z,y) €

Entdo, por qualquer ponto, (xo,yo) € Q, passa uma e somente uma solugdo maximal para a equagdo diferencial
w = L(z,y)dz + M(x,y)dy = 0.

A forma diferencial, w, é dito exata, se é o diferencial de uma funcdo, F’, diferencidvel em 2:

oF oF
=dF = —d —d
“ ox vt Jy Y
Uma condigdo necessdria, mas ndo suficiente, para w ser exata, é::
oL _ oM
oy Oz

Uma forma diferencial que satisfaz esse equagdo € dito fechada.

Teorema 4 Uma forma diferencia, w = L(x,y)dx + M (z,y)dy, em um conjunto aberta e simplesmente conexa', é exata, se
e somente se, é fechada.

'Um conjunto, A, em R2¢ simplesmente conexa, se todo poligono contido no A, contém o interior desse.
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Para cdlculamos uma primitiva de uma forma diferencial exata, procede-se:

Fl(xvy) = /L(x,y)dac,

Calcule:
e:

Fy(y) = /f(y)dy
Agora:

F(z,y) = Fi(z,y) + F)2(y),
¢ uma primitiva do w. A solug¢@o completa da w = 0, é dado por:
F(z,y) =c,

onde ¢ é um constante real arbitraria.

2.3 Exercicios:

2.1 Quais formas diferenciais sdo extatas em R?:

(a) 2zydx + z2dy =0

) (2% —y)dx+ (y* —x)dy =0

(©) (4ay® — 2zy)dx + (3z*y? — 2%)dy =0

@ (ye™* —1)dz + e “dy = 0, (z,y) € R?,

(©) ydz — (z +y*)dy, (z,y) € R?,

Em cada caso, encontrar os pontos singulares. As equagdes tem solugdes retilineos?

2.2 Mostre que as formas diferenciais sdo extatas em R? e encontre sua solucio completa.:

(@) (3e**y — 2x)dx + **dy =0

(b) (cosy + ycosz)dxr + (sinz — zsiny)dy =0

(c) v’ dz —+ (2$y6y2 —2y)dy =0

(d) (4y + 2%)dz — 2dy, (z,y) € R?,

e) (z—y*)dx + 2xydy, (z,y) € Ry x R.

2.3 (a) Encontre a solu¢do completa da equacao diferencial:

(/22 +y? —y)dz + (yV/22 +y? —x)dy =0, (z,y) € R?
Encontre os pontos singulares. Encontre e desenhe a solugdo médximal contendo o ponto (0,0). Hint: Pode-se
utilizar coordenados polares.
(b) Encontre a solu¢do completa da equacdo diferencial:
e(1+y°)de —y(2y° —2® +1)dy =0, (z,y) € R?
Encontre o ponto singular. Quantas solu¢cdes maximais passa por esse ponto?
2.4 Encontrar os pontos singulares e a solucdo completa para as equacdes diferenciais abaixo.
(@) 2*dz + (y+ 1)*dy = 0;
(b) (1+2%)dx — 2*ydy = 0;
© 2z(1 4 y?)dz +y(1 4+ z*)dy = 0.
Em cada caso, investigue a quantia de soluc¢des passando pelos pontos singulares.
2.5 Encontrando um fator integrante da forma z%y”, resolve as equagdes diferenciais:
@ (zy® +y) +ady = 0;
(b) (2%y® + 2y)dx + (22 — 225y*)dy = 0.

3 Exponencial Complexa

Definicdo, z =« + iy € C:
e* ="t .= " (cosy + isiny)
Vale, Vz1, 22 € C:
e“te™ =e

(621)22 — %172

z1+2z2

Especificamente, n € Z:

()" =e"* =" (cosny + isinny)
Férmula de Moivre:

(cosy + isiny)"™ = cosny + isinny
Coordenados polares, para nimeros complexos, z = = + iy = (r)g:

T = rcosb, y=rsinf, r>0,—nm<0<mw
Vale:
(r)g = (r)no, n € Z
Equagdo Binémio de graun > 1:
(%) : Zt=c=a+ib=(r)e

Os n raizes em (x) sdo:

z:({l/;“)@, p=0,...,n—1
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3.1 Exercicios:
3.1 Escreve nimeros complexos de forma polar:
(a) —4 — 44,
(b) 2v/3 — 6i,
V6 a1
© —% + 5
@) 3+1iV3,
© 1
1
O =

3.2 Escreve nimeros complexos de forma z + ¢y:

(@) (6)sg,
(b) (14)15.
© (3)-1

@ (2)-z.

3.3 Utilize férmula de Moivre para encontrar as férmulas de cos 3v, sin 3v, cos 4v,sin 4v.
Hint! Lembre-se:

(x4 y)® = 2® + 32°y + 32y +¢°
(z+ y)4 =2* + 423y + 62%y° + 4zy® + ¢*
3.4 Demostre, por exemplo por inducio e usando as férmulas de adi¢@o para cos e sin, a férmula de Moivre.

3.5 Resolve as Equa¢des Bindmios:

(a) 2* =2,

(b) 2 = -1,
(¢) 2% = —i,
d 22=1-1,

e (z—1)3=—-1+1,
® (z+2)" = 8.

Em cada caso, indicar os raizes numa figura.

4 Equacoes Diferenciais Lineares com Coeficientes Constantes.

4.1 A Equacao Homogénea.
Para a equagdo linear, homogénea de ordem n com coeficientes constantes:

d*z dn71
(%) : d7§7n+"1dtnzlv+ +G1E+ao$—0 teR,

Escreva:

e notamos que a operadora L é linear:

I: Z(m—i—y) Lz + Ly M
II: L(az)=oalx
Procurando solugdes da forma o(t) = ce™*, temos:
LeM = P(\)eM, 2)
onde P()) é o Polinémio Carateristico:
P()\)=)\”+an,1)\"_1+...+a1)\+ao, a; € R,
Equacio (2) diz, que e* ¢ autofuncio da operadora L com autovalor P (A). Se A € C éraizem P()), entdo as fungdes:
ea(t) = ce™, ceC, teR
séo solugdes do (x).
Derivando Eq. (2) ao respeito de X (derivacdo ao respeito de A e ¢ comutem):
Lte™ = P'(\)e + P(A)te™
Derivando novamente: N
Lt*e™ = P"(\)e + 2P' (\te + P(\)t2e
Generalizando: »
LtPer = ZP(q)(A)tpfqu, p>1
q=0
HaTepaTika 6 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
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Se A € um raiz, possivelmente complexa, de multiplicidade 1 < p < n:
PA)=P' N =...=P" () =0

as p fungdes:
INAPRY’ —1 At
e te™, - P e

sdo solucdes linearmente independentes da equagédo homogénea: Lz =0. Qualquer combinagdo linear:

At

z(t) = cre™ +eate™ + . 4 et? M teR

¢ solugdo da equacdo homogénea.
No caso A complexa, temos que se \ é raiz, entdo seu complex conjugada, X também o é. Denotando: A = a+i/3, a exponencial
complexa é definida por:

et — o (cos Bt + i sin Bt)

Para um par de raizes complex conjugadas de multiplicidade p, as 2p fungdes:

At At
e

At o, At —1_At ,p—1_Xt
selt te e P T et e

)

sdo solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea, (). Temos:
cyel@TB o o(miBt — (6™ cos Bt + cpe®™ sin Bt
Assim, 2p solucdes linearmente independentes para a equacdo homogénea, sdo:
at at . at at . p—1 at p—1 at .
e”" cos Bt, e”" sin fBt, te™ cos Bt, te™ sin Bt, - -+ ,t" "e”" cos Bt,t" €™ sin St
e qualquer combinagdo linear:
z(t) = (clem + cote® + ...+ cptp_leat) cos Bt + (dleOnt +dote®t ..+ dptp_leat) sinfBt, teR

é solugdo da equacdo homogénea. Pelo Teorema Fundamental do Algebra, os n raizes geram n solugdes linearmente indepen-
dentes da equag@io homogénea, (x). Através de uma Teorema de Existéncia e Unicidade, concluimos que estas combinagdes
lineares constituem a solu¢ado completa.

4.2 A Equaciao Inhomogénea.

Consideramos a Equacio Inhomogénea’: R

(#*): Lr = q(t), telCR.
A Solugdo Completa da Equagéo Inhomogénea, SCEiH, ¢ dado como a Solu¢do Completa da Equagdo Homogénea, SCEH, mais
uma Solugdo Particular da Equacdo Inhomogénea, SPEiH. Assim, para resolver (%), basta encontramos uma solucfo particular
da mesma. Para esse fim, escreve ¢(t) como uma soma de fun¢des elementares:

q(t) = a1q1(t) + ...+ aqu(t).

E resolve: N
(*)k:Lx:qk(t), tel.
Se qi(t) = tme*, A € R(C) e A, nio é raiz de ordem p > 0, uma solugio particular é da forma (p = 0 corresponde ao caso

A ndo ser solucdo):
or(t) = (Aot! + Aitp+ 14 ...+ A t” ™M, AR (C)
A mesma idéia é aplicavel no caso qx(t) = e cos St (ponhe A = « + i a cima), mas nesse caso precisa-se incluir termos
tanto de cos e sin. Por exemplo, se:
gk (t) = e&t Cos Bta
uma solucio particular serd da forma:
or(t) = Ae™ cos Bt + Be™' sin ft.
Um comentdrio similar vale para o caso gr(t) = e“*sin 8t. Em ambos os casos, a utilizagio da exponencial compleza é
vantajosa. No caso:
qx(t) = €™ cos Bt = Re (e(a+iﬁ)t>
considere a equagdo diferencial complexa: _
Lz = e(ﬂ+2/3)t7
e resolve esta usando os resultados a cima. Terminado, a solug@o particular da equagdo original, é: @i, = Re (Zj). Similarmente,
para:
qe(t) = e* cos ft = Im (e(o‘+i5)t)
considere novamente:
Ezk — platiB)t.

Resolvida, a solugdo particular da equagdo original, é: v, = I'm (Zx).

2Nzo homogénea
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4.3 Exercicios:

4.1 Encontrar a solucdo completa das equagdes diferenciais:

PO =N -N4+A-1=XX0-D+O0-D=XN+1DA-1)=0 < XN =+ivi=1
Solugdo completa:

z(t) = cret + céeit + cgeﬂ't = ciel +eacost + ey sint, t € R,

c1,c2,c3 € R (ch,ch € C).

>z d’z dx
b — - _ =
® Gm 3 T3y =0
Gabarito:

PO =X -3 430 -1=01-1° < r=1

Raiz tripla, solugdo completa:
z(t) = (1 + cat + 03t2)et, teR

d*z d’*z
Gabarito:

PO =X 422 +1=N+1’=0 & A=+

Ambos raizes duplas, solugdo completa:

z(t) = () + cht)e™ + (ch + cit)e ™ = (1 + cat) cost + (c3 + cat) sint, t € R
d*z
Gabarito:

Raizes n-ésimos, p = 0,1,2, 3:

Raizes simples, solu¢cdo completa:

z(t) = c’le(1+i)t+c§e(17i)t+cée(7Hi)tJrcfle(*l*i)t = crelcost + coet sint + cse cost + che fsin t,teR
d*z d*x d*z dx
Y S T S AN Y i =
(e) P +6 e +5 e 7 36 =0
Gabarito:
P\ = X 4+ 6X% 45X — 24X — 36 =0
A = —2raiz:
A 607 £ 507 — 24X — 36 = (A® 407 —3A —18) (A + 2)
A = —3raiz:

N 44X =30 —18= (N + A —6)(A+3)

Raizes 2 e —3:
MEA-6=0A+3)(A—2)

Juntando:
PO =A+2)A+3)A+3)(A—2) = (N —4)(A+3)?

Duas raizes simples e uma dupla, solu¢iio completa:

z(t) = (c1 + cat)e™ > + cze® +cae” ¥, tER

dz d*z d*x
S 49 44— 4 16z =
() 716 +9dt4 + g + 16z =0
Gabarito:
P(A\) = X% +9X* +24)0% + 16
2=\
2% 4+92° + 242 4 16
z = 1 éraiz:

224922 4242416 = (2" +82+16)2+1) = (2+4)°z+1)=0 <&

z=—4Vz=-1 &
N=aavi=-1 <
A=£2{V =21
As primeiras duas raizes sdo duplas e as dltimas simples, solu¢iio completa:

z(t) = (cy + c'2t)62” + (c5 + cﬁlt)efw + cgeit + cée” =

(c1 + cat) cos 2t + (c3 + cat) sin 2t + ¢5 cost + cg sint, t € R
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4.2 Encontrar (i) a soluciio completa das equagdes diferenciais e (ii) a solu¢gdo maximal passando pelos elementos de linha
indicados:
&z dx dx
— = — —4— 44z = =(0,-3,—
(a) di3 dt2 dt + 4z 07 (t07x07p17p2) (07 37 373)
d*x dx
b)) —= +4=2 = t = 2,—2,4
(b) dt3 + dt 07 ( 0,%0,]71,])2) (ﬂ', ) ) )
d*z d*x d*z dx
— —6——=+ 12— —8— = t = —-2,—4
© g —0gF T1255 85 =0 (to, zo, p1,p2,p3) = (0,0,0, -2, —4)

4.3 Encontrar a solug@o completa das equacdes diferenciais:
3z d’*z dx :
— — — = teR
(@ dt3+3dt2+3dt+m e, €
Gabarito:
PO =X 432430 +1=A1+1)°*=0 & ArA=-1

Solucdo completa da equagdo homogéna:
z(t) = (1 + cat + 63t2)€7t7 teR
Ja que A = 1 ndo é raiz, solugdo parcial da forma:
z(t) = Ae’

Inserido:
LAe' = P(1)Ae' =8Ae' :=¢' & A==

Solugdo completa da equag@o inhomogéna:

z(t) = (c1 + cat +est’)e " + €', tER

d4$ 4
Gabarito:

PN =X'+16=0 < X' =-16=(16),

Raizes n-ésimas, p = 0,1, 2, 3:

Ap = (416)§+pz =27 |, 7 =V2(£l£i)

W~

Solucdo completa da equagdo homogéna:
z(t) = c’leﬁ(1+i)t + céeﬁ(l_m + céeﬁ(_l"'i)t + cgeﬁ(_l_i)t =

e\/575 (cl cos \/it + co sin \/it) + e‘/it (03 cos \/it + ¢4 sin \/it) ,teR

Ja que A = 0 ndo é raiz, solugdo parcial da forma:
o(t) = At* + Bt> + Ct* + Dt + E
L1=P(0)=16
Notamos: P(0) = 16 e P'(0) = P"”(0) = P"'(0) = 0e P""(0) = 24:
Lt = P'(0) 4+ tP(0) = 16t
Lt* = P"(0) + 2tP'(0) + t*P(0) = 16t
Lt* = P"(0) + 3tP"(0) + 3t>P'(0) + t* P(0) = 16¢>
Lt* = P (0) + 4tP" (0) + 6t>P" (0) + 3t*P'(0) 4 t* P(0) = 24 + 16"

Juntando: R
Lop(t) = A(24 + 16t") + 16Bt® + 16Ct + 16Dt + 16E =t* <
16A=1AB=C=D=0A16A+24E=0 <&
1 1
A= AB=C=D=0AE=—
Ou seja:
1, 1
#(0) = 15 ~ 31

Solugdo completa da equac@o inhomogéna:

1 1
z(t) = eﬂt (01 cos V2t + co sin \/Et) + eﬂt (03 cos V2t + C4 Sin \/it) + 1—6754 ~or teR

d°z d*z ¢ .
dt5 +4W:€ —‘—:‘}Sln2t—|—t7 tER
Gabarito:

()

PO=X+4\"=0 & A=-4VA=0
Uma raiz simples e uma de ordem 4, solu¢do completa da equagdo homogéna:
z(t) =cre " + o+ est +eat’ +ost’, tER

Escrevemos o lado direito:
q(t) = qu(t) + g2(t) + g3(t)

HaTepaTika 9 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
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i. q1(t) =e": XA = 1 ndo é solugdo, entdo:
©1(t) = Ae’
L Ae' = AP(1)e! =5Ae' :=¢! & A=
Entéo:
p1(t) = ze
ii. g2(t) = 3sin2t = Im(3e*): ,
z1(t) = Ae*™
L Ae®" = AP(20)e* = A((2i)° +4 - (20)*) ¥ = 324 (2 + i) " = 3¢
3 3
A=——" =" (2—i
2et+) 1602 Y

3 o 2i
z2(t) = ﬁ(Q —i)e*™

w2(t) =Im 2o (t) = %(2 —4)Im (cos 2t + isin 2t) =

=

% (2sin 2t — cos 2t)

iii. gs(t) =t. Jaque 1, ¢, t* e t* sdo solugdes da inhomogénia, adivinhamos:
w3(t) = At° + Bt*
Nota-se: P(0) = P'(0) = P"(0) = P"'(0), P""(0) = 4-4! = 96 e P""'(0) = 5! = 120:
Lt* = P""(0) = 96
Lt* = P (0) = 96 = 120 + 96t
Lt° = P""(0) + 5P"" (0)t = 120 + 96t
L (t) = A(120 + 96t) + 96B = 96At + 120A + 96B :=t &

96A=1A96B = —-1204 <« A:i/\B:flzo _ 5

96 96 4
L 4
3(t) = —=t (¢t —
@3(t) 9 (t-5)
Solugdo completa da equacdo inhomogéna:

_ 1 1
z(t) = cie 4o+ egt 4 cat® + o5t + get + % (2sin 2t — cos 2t) + %t4(t —5),teR

d3z d*z dx ¢
PO =X =X+ 4A= AN =5 +4) = XA —-1)(A—4) =0
A=0VA=1VvA=4

=

Solugdo completa da equagdo homogéna:

4t

z(t) =c1 + e’ +ese’, teR
Ja que A = —1 ndo é raiz, solucdo parcial da forma:
z(t) = Ae™"
Inserido:
LAe ' = P(-1)Ae’” = —44e =" & A= —%
olt) = — e

Solugdo completa da equag@o inhomogéna:

1 _
z(t) = c1 + coe’ + cze — 1¢ L teR

dBr Pz dx ¢
——— -2 = teR
ar _az  Ca ¢ '€
Gabarito:

(e)

PA =X -2 -—2= AP -2-2)=2A+1) -2 =0 <
A=0VA=—-1VA=2
Solugdo completa da equagdo homogéna:
z(t) =c1 + coe P ege?t, teR
Ja que A = 1 ndo é raiz, solugdo parcial da forma:
z(t) = Ae’
Inserido:

LAe' = P(1)Ae' = —2Ac" :=¢' & A= 1

2
1
p(t) = —iet
Solugdo completa da equag@o inhomogéna:
z(t) = c1 + cae” + eze® — %et, teR
HaTepoTika 10 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
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4.4 Encontrar a solu¢do completa da equacdo diferencial:

3z A’z dx 9
T I e A pop
a5 Cae TSq —r=e

t

4.5 Encontrar a solugdo completa das equagdes diferenciais:

(a)%+3%+2x:et, tcR
(b)%—6%+9x:t3, teR
(c)LZZQT;U—2‘;—16—1—536:%5‘157 teR
(d)%—3%+2x:2t2+3, teR
(e)%—&-?%-ﬁ-sz—Bsint, teR

() %-F%—Zr:e%—i-t, teR
(g)%w%wngetwsm, teR

(h) %—&—4%—1—81::26%005215—1—00575, teR
(i)dg—x+m:3cosf+2t2+3, teR

dt? 2
Encontrar a solucido completa das equagdes diferenciais:

4.6 (a)ﬁ*ﬁ+af.ﬁ=, teR
(b)%73§%+3%7m:0, teR
(c)%+2§%+x:0, teR
(d)(i%c—&-x:(), teR
(e)%+6%+5%—24%—36x:0, teR
() %+9%+Q4%+16x20, teR
(g)%—%—4%+4x:0, teR
(h)%-&-él%z& teR
(i)%—fi%-&-l?%—S%:O, teR

5 Método de Coeficientes Indeterminados

Considerando um EDO [linear € normalizado, de ordem dois:

d
ar —|—p1(t)d—f +po(t)z =q(t), telCR,

e dado que 1 (t) € solugdo da equacdo homogénea, entdo (no intervalo I)

1
w1(t)?

também é. Aqui, como acostumadamente: P;(t) = [ p1dt. No mais, uma solugdo particular da equago inhomogénea ¢ dado

por:
oolt) = palt) [ 2 dt = or(e) [ 220 e
Il(t) Iz(t)

(ML) =L =1 W) 50

Nota-se, que o cdlculo do W (t) pode ser simplificado considerdvelmente:

e P Odt = o, (1)1(D),

pat) =) [

, tel

| e P01 P
Wi(t) = ‘ Soll(t) o ®I(t) + 901(t)1/(t) ‘ =p1(t) -1 (I (t)

Pela defini¢éo do integral I (¢):
1

I't)= ——e T
W=
Entdo: 1
Wi(t) = 12— e P = o=P®
)=
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5.1 Exercicios:

5.1 Para as Equ¢ades Diferencias abaixo, demostre que 1 () é solugo, encontre a solugéio completa

d*z 9 T T 1
— —(1+2t e =0, te€]——=, = t) =
(a) dt2 ( + an )l‘ ) e} 272[7 501() cost
Gabarito:
1 , sint
t) = t) =
1(t) cost = 210 cos?t =
" cost . 2sint cos?t + 2sin’¢t sin®¢ 1 2
t)= t = =(1+2 = (14 2tan®t)p1 (¢
Pi(t) c052t+sm cos3t cos3t cos?t / cost (1 +2tan t)pn (1)

Ou seja, 1 (t) é solugdo da equagéio homogénea. Calculando:

pl(t) =0 =>P1(t) =0,

e: PO ) .
Ip(t) 7/Wdt = /1~cos tdt = 5/(1 + cos2t)dt ~
t+ %sith =1 +sintcost
Finalmente:

t
t) = t)Io(t) = — int
#a(t) = p2(O)1o(t) = —— +sin
Solucdo completa da equagdo homogénea:
t
() = c1+c2

+ cosint
cost

2

dx T
b) — —2 t— = tel— =
(b) o tan o + 3z =0, €] 3
Gabarito: Derivando:

2L ei(t) =sint
2
p1(t) =sint = ©1(t) = cost = ¢! (t) = —sint
Inserindo:
d*z

d
W - Qtanti

7t + 3z = —sint — 2tantcost + 3sint =0
Isto é, p1(t) = sint € solugdo da equagdo homogénea. Calculamos a outra solugio:

Pi(t) = —z/tantdt _ _2/ sint gy - /%du

= 2logu|,_.,.; = 2logcost
u=cost
Assim:
e—fpl(t)dt — e—2logcost — 1
cos2t
E, inicialmente para ¢t # 0:
e~ S p1(t)dt 1
/ dt = / __di=
w1(t)? cos?tsin®t
4 2
/ — - dt = / ——du
sin® 2¢ sin“u  |,_o
Temos:
—cotu = —
du sin? u
4 2 sat e 2
/fdtz —9cot2t = S0 _ oM COSTE ot
sin“ 2t sin 2t 2sintcost
Finalmente:

e~ [ pi(t)dt
pa(t) = on (1) / R

dt =sint (tant — cot ¢
(07 ( )
Notamos, que @2 (t) pode ser extendida para ser extendida para ¢t = 0 também, jé que:

limsint (tant — cott) =0-0 — limsintcott = — lim cost = —1
t—0 t—0 t—

Solugdo completa da equagdo homogénea:

. . ™
z(t) = c1sint + cosint (tant — cot t) It < =

2
& d
(c)tﬁf—(Qt—i—l)d—f—l—(t—l—l)x:O, t>0,  @i(t)=¢

5.2 Para as Equagdes Diferencias abaixo, demonstre que o1 () é solugéo, encontre todas as solu¢des maximais:
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2
(a) ‘éTf - tanht% — (1 —tanh’t)z =¢€', teR, ©1(t) = cosht
Gabarito:

Pi(t) = /pl(t) dt = /—tanh(t) dt = —logcosht

1 —P;(t) / 1 log cosh t / 1
I(t) = Wt = | ———e°% dt = dt =
®) / 1(t)? € cosh? te cosht

2 el 1
——dt =2 | ——dt=2 —d
/et-i-e—t /€2t+1 /u2—|—1 uu:et

Zoa(t) = Zo1 (£)1(t) = Z_cosh t Arctan e’
Solugdo Completa da Equacdo Homogénea, SCEH:

= 2Arctane’

z(t) = cosht {c1 + co Arctan et} ,tEeR

Derivadas:
p1(t) =cosht = }(t) =sinht
t
@2(t) = cosht Arctane’ =  h(t) = sinht Arctan e’ 4 cosh tﬁ
o2t
Wronsky:
t
W(t) = ‘ i}g; :2?8 ‘ = cosht {WJr coshtﬁ} —W:
1 2 e
2 e’ _ 2 1 . 1
cosh tm = cosh”t- Scoshi — icosht >0

Ie: o1, 2 linearmente independentes.

Il(t):/Mdt:/metdt:/%tdt:i

W (¢ %gesiff
teostTT t
I(t) = / Mdt = / elwm& = Q/et Arctane'dt =
W (t) scostiT
2 /Arctanu du = 2u Arctanu — 2 /u . du =
u—et 14+ u? u—et

2¢’ Arctan e’ — log (1 + ")

@o(t) = p2(t)1(t) — pr(t)I2(t) =
W— cosht { 2" Arctane’ — log (1 + th)} =

cosh tlog (1 + ¢*%)

Solugdo Completa da Equacdo Inhomogénea, SCEiH:

z(t) = cosht {c1 + co Arctane’ +log (1 +€*)}, t e R

2
(®) ‘;Tf - 2tant% +3z=3tant, te€]— g g[, o1(t) = sint
Gabarito:
Py (t) :/pl(t)dtz/—2tantdt:2logcost: log cos” t
1 _ 1 4 2
p1(t)? sin® t cos? ¢ sin” 2t sin“u |,_o;
Observe:
dcott 2 1 1
=-l-cot't=——% <& ——dt = —cott
dt sin® t sin“ t
I(t)= —2cot2t

=2p2(t) = =Z1(t)I(t) = =2 _sint cot 2t
Solugdo Completa da Equacdo Homogénea, SCEH:

z(t) = sint {c1 + ¢ cot 2t} —g <t< g

Derivadas:
p1(t) =sint = |(t) = cost

1 1 1
@a2(t) =sintcot2t = 5(t) = costcot 2t — 2sint—5— = costcot 2t — —sirt—————
sin” 2t sin? t cos? t
Wronsky:
wi(t)  @a(t) . 1 1 )
W(t) = =sint {— ~————  —sinteestcot 2t =
(t) ‘ A oh(1) sint § costcot 2T YTTy— si TO
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 2cos?t #0, € - 2’ 5[

Ie: o1, 2 linearmente independentes.

Li(t) = / Mdt = _6/ wdt = —G/Sintsmt cos” tdt
W (t) — cost
= —2sin®t

= —G/Sin2tcostdt: —6/u2du
u=sint

Iz(t):/%dt:/w :76/sintc0t2ttantcos2tdt:

2cos?t

—6 /sin2 tcot2tcost dt =

2t
—6/sin2 t,CL cost dt = —3/sintc052t dt =
2sintcost

73/(2c052t7 1)sintdt =3 /(2u2 —1)du

u=cost

2
3{§cos3t—cost} = 2cos®t — 3cost

wo(t) = w2 ()1 (t) — @1(t)I2(t) = sint cot 2t(—2sin® t) — sint(2 cos® t — 3cost) =

. . . 3 2t .
smt{—2cot2tsm3t—2cosst+3008t}:—smt QLsmst—i—Zcosgt—Scost =
2sintcost
2 4 2, . 2 4
sint cos 2t sin“ t + 2 cos™ t _ 3cost) — _sint (2cos“t —1)(1 — cos“t) + 2cos™ t  3costh =
cost cost
2 2 2
-1 —1- 1
—sint M—Scost = —sint 3cos”t 3cosTt =sint- =
cost cost cost

tant

Solugdo Completa da Equacido Inhomogénea, SCEiH:

z(t) = sint {c1 + c2 cot 2t} 4 tant, —g <t< g

d*z dx 5 1 1
Pt (= x=tvt, t>0 t) = — cost
© g+t + (7= Pr=tvt, t>0, (1) N

Gabarito: Parat > 0 a equagdo € equivalente a:

o dde (0 1N L
42 )7\t

dt? t dt
Pl(t):/pl(t)dt:/%dt: log t
1 _Pi(t) / t _logt / 1
I(t) = 1 = [ b lestg =
(t) /(pl(t)2e dt cos? 1© dt cos2tdt tant

w2(t) = p1(t)I(t) = icosttant = isint

Vi Vi

Solugdo Completa da Equacdo Homogénea, SCEH:

1 .
z(t) = 7i {c1cost+ cosint}, ¢ >0
Derivadas:
(t) L t = i) ! - L sint
= —= cos =— cost — —sin
®1 \/i P1 Qt\/i \/f
1 . / 1 . 1
t) = —sint = t) = — sint + —= cost
Wronsky:
e1(t)  pa(t) ' cost { 1 1 } sint { 1 1 . }
W(t) = = cq = int+ —costp — —— 49— 0st — —=sint p =
® ' Pi(t)  @a(t) Vi t Vi Vi 1 Vi
cos®t " sin’ ¢ _ 1 >0
t t  _t
Ie: o1, 2 linearmente independentes.
cost 1

Il(t):/%)(z)(t)dt:/%ﬁdt/costdt:ﬂ

sin t 1

Iz(t):/wdt:/ﬂdt/sintdt: —cost
1 _—

w(t)
sint cost cos®t +sin?t 1
t) = t)1(t) — t)I2(t) = —sint+ —cost = ——— = —
eo(t) = @2(t)11(t) — @1(t)12(t) i i 7 i
Solugao Completa da Equacido Inhomogénea, SCEiH:
1 .
z(t) = 7 {c1cost+cosint+1},t>0

HaTepoTika 14 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
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o d?z dx

@ ¢ =2 — (P =2z =1t teR, ©1(t) = tcosht

Gabarito: Para t # 0 a equac@o equivale:
d*z  2dzx 2
— ——— —(1==)z=t
a ra T
Temos Existéncia e Unicidade para t < 0, respectivamente ¢ > 0.
2 2
Pi(t)= [ pi(t)d = —zdt: —2log|t| = —logt
p1(t) = tcosht:

t)=¢u(t

_ 1
e POdt — tcosht [ ———eo8t’ —
2
)? t2 cosh” t

1
tcosht/ P dt = tcoshttanht = ¢sinht

SCEH:
z(t) =t (c1 cosht + casinht), t #0
W) = p1(t)  p2(t) | tcosht tsinht
T pi(t)  pa(t) | T | costiT+ tsinht  simbr?+ tcosht
t* cosh® t — t*sinh® t = _¢
L(t) = / smv(;)((tz)(t) dt = / tcoi};t gt = [ coshtdt = sinht
w2 (t)q(t) / tsinht -t / .
2(t) / W dt 2 dt sinht dt = _cosht
wo(t) = @2(t)I1(t) — p1(t)I2(t) = tsinht - sinht — cosht-tcosht = —t
SCEiH:
z(t) =t (c1cosht + cosinht — 1), t #0

Nota-se:

a:'(t) =cycosht+ cosinht — 1+t (¢q1 sinht + c2 cosht)
:E”(t) = 2¢y sinht + 2¢2 cosh t + ¢ (1 cosht + ¢o sinh t)
Tentando extender solu¢des definidas para ¢t < 0, respectivamente ¢ > 0:
o(t) = t(c;coshtJrc;sinhtfl), t<O0
~ | t(cf cosht+cgsinht—1), ¢>0
z(07)=z(0") < 0=0
Zd0)=2'0") o =¢:=a
Z'(07)=2"(0") & & =d =

Assim, todas as solugdes maximais definidas em toda R, sdo:

z(t) =t (c1cosht+ cosinht —1), t R

(e)(lft)fl%ft%er:t, l<it<l,  gt)=t

Gabarito: Para || < 1:
d*z t dx 1 _
@ 1-ea i-etTioe

t

P1(t):/p1(t)dt:—/?t2dt: %log(l—tQ)

1 1 10
I(t):/ 3¢ Pl(t)dt:/—Qe Blog (1=6%) gy
p1(t) t

Substituimos: ¢ = sin u, dt = cosu du:

cosu 1
I(t = du =
= /t2\/1—t2 /sln ucosu /sinQu v

cosu V1-—1t2

sinu t

pa(t) = eI = B = i

Solugdo Completa da Equacdo Homogénea, SCEH:

t) :Clt+02\/17t2, |t‘ <1

—cotu = —

Wronsky:
W(t):‘ pi(t) p2(t) ‘: EVISEN_ ¢ e
Pit)  #h(t) L -0 Vi
£ +1 _ 1
V1—1t2 V1—1t2
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Ie: o1, 2 linearmente independentes.
_t_ 2
p1(t)q(t) tie t
L(t) = / B gt = | = dt=— [ ———adt
W (t I S — 42
(t) T VIt
Com a mesma substitui¢do:
2 .2
/\/%dt = / Sclcr)lsg cosu du = /sin2udu =

1 1 1 1 1

1 _ _1 1 S _ 1 —_— 3
5 /(1 cos2u) du 3 (u 5 Sil Qu) 5 (u — sinwu cosu) 3 (Arcsmt tv1—t )

t
pa(t)a(t) / 1 -t / 1>
Ix(t) = dt = dt =— [ tdt = —=t
2( ) / W(t) 1 2

1—t2

wo(t) = p2(t)1(t) — 1 (t) I2(t) = =/ 1 — 2+ (Arcslnt — /1 - t2) —t <—%t2> =
% (t —4/1 — t2 Arcsin t)

Solugdo Completa da Equacido Inhomogénea, SCEiH:

1
B)=at+aV/l-—1+ (t —Vi-¢ Arcsint) <1

o d%x dx 3

2 .
0 oy =2+ (F+ 2z =0 t£0,  @i(t) =tsint
Gabarito: Parat # 0:
ﬂfgﬁJr (1+2 x=t
dt2  tdt )"

Py(t) :/p1(t)dt:f/%dt: —logt®

L P / L p it
It) = | —= Wdt = [ ———t"dt = = —cott
®) /gol(t)Qe t2sin® ¢ sin? ¢ —=

w2(t) = p1(t)I(t) = —tsintcott = ~ tcost
Solugdo Completa da Equacdo Homogénea, SCEH:

z(t) =t (caisint +cacost), t #0

Wronsky:
Wi(t) = p1(t)  p2(t) _ tsint tcost _
PL(t)  ph(t) st + tcost cest —tsint

—t*sin®t —t?cos’t= —t> #0

Ie: o1, 2 linearmente independentes.

t t t t
Il(t):/ sin ——/sintdt: cost

=[5
]2(t)=/ q)(t / cost-ty /costdt —sint

Wit
wo(t) = w2(t)[1(t) — p1(t)I2(t ) =tcost-cost — tsint(—sint) =

Solucdo Completa da Equag¢do Inhomogénea, SCEiH:
z(t) =x(t) =t(l+cisint + cacost), t #0

Para extender solugdo do ¢t < 0 para ¢ > 0, um célculo identico ao do item d, mostrard, que isso somente é possivel
com 0s mesmos contantes arbitrarios, assim, podemos escrever ¢ € R na solugdo acima.

2

d“z dz 1
nf—— 4+ 92 il -
(g) sint 75 + 2cost 7 sintx =0, t# pm, p1(t) Snt

Gabarito: Em intervalos da forma pr <t < (p+ 1)w, p € Z:

d*z dx
2 4L 9¢cott— —x =
a2 + ttdt z=0

Pi(t) = /p1 (t)dt = /2cot tdt = logsin®t

1 1
I(t):/ eiPl(t)dt:/siHQ . :/ dt = t
w1 (t)? n’t -
t
= I(t) =
pa(t) = (DI =
Solucao Completa da Equa¢do Homogénea, SCEH:
c1 + cot
t) = t
o(t) = — =, t#pm
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Wb

5.3 Considere uma EDO da forma:
t2d2—x +a i
a2 T dt

Uma EDO deste tipo, é conhecido como um EDO de Euler (de segundo ordem).

Usando a substituicdo u = logt e ¢(t) = ¥ (logt), demonstre que em cada um dos intervalos, t < 0 resp. t > 0, a
equagdo € equivalente a:

+aol’:O, teR

d*z dzx
W+(a1fl)£+aom:0, u€eR
Encontrar a solugdo completa das seguintes EDOs de Euler:

Gabarito: u = logt < t = e" e p(t) = Y(logt):

@' (t) = %w'(logt),

1 1 1
¢"(t) = 59" (logt) — -3¢’ (log 1)
Inserindo:
2d2$ dx — "1 (1 ’(1 1 —
t Tl —|—a1ta + aoz = ¢ (logt) — ' (logt) + a19’ (logt) + aoyp(logt) =
¢ (logt) + (a1 — 1)¢(log t) + aotp(logt) = 0

Com z(u) = ¢(logt):

d’z dx
w—i—(al—l)%—l-aox:()
QED.
d*z dx 3
2 p—
Gabarito: Com ap = 3 e a1 = —3, a equagido homogénea é:
d*y  dy
Bt A Bk —
du? du +3v=0
PN =X -4A+3=1-2°-1=0 & A=24+1 & A=3vi=1
SCEH em wu:

P(u) = c1e® + coe®
Substituindo u = log t:
z(t) = a1t’ +eot, t €R

Normalizando, para ¢t # 0:

W(t):' w}gt) %Z(t) .:. ot ‘:7%3#0

1 2NN S 2

Il(t):/wv(vt)é(t)dt:/ o dt:‘%/#dt:‘il%(””
_ [e2t)e®) [l 1 t _
IZ“)*/ W (t) dt’/ o dt:i/t?(uﬂ)dt*

1 (/1 ¢ ! 1 )
_§/<¥_ +t2)dt7 2logt—|—410g(1—&—t)

=

Solucio particular:
1 2 3 1 1 2
wo(t) = w2 () 1(t) — o1 (t) I2(t) = —Ztlog(l +t7)—t -3 logt + 1 log(1+t7) ) =

1 1
—Zt(l +t*)log (14 t°) + Zzt3 log ¢

O leito pode verificar, que com (t) = t* logt, ¢(t) e ¢ (t) tem limite para t — 0, porém " (t) ndo tem. Assim,
nenhuma solucéo pode ser continuada além do ¢ = 0.

d?x dx
2 2
(b) ¢ pry —475E + 6z =6(logt)” +2logt+4, t>0
Gabarito: A equagdo inhomogénea transforma em:
*y  _dy 2
— — 55— = 2 4
2 5du—|—6w 6u” + 2u +
PO =X -5A+6=A-2)A-3)=0 < A=2VA=3
SCEH:

z(u) = cre® + e teR

Adivinhamos uma solug¢do particular em u:
ouw)=auv’ +but+c = ¢u)=2au+b = ¢"(u)=2a

¢ (u) — 59’ (u) + 6p(u) = 2a — 5 (2au + b) + 6 (au® + bu + c) =
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6au’ + (6b — 10a)u + 2a — 5b + 6¢ := 6u”® 4+ 2u + 4
Concluimos: a = 1.
6b—10=2 < b=2
6c+2—-10=4 & c=2
Assim, SCEiH:
Pu) = c1e® + cae® +u® — 2u+2
Substituindo de volta:
z(t) = crt® + cot® + (logt)® +2logt +2, t > 0

s d2x dx B

(©) t pTE 2t 7 + 2z = 2 Arctant,

t>0
Gabarito: A equagdo homogénea transforma em

2
% - 32—1/) +2¢=0
PN =X -3\4+2=A-2)A-1)=0 & A=1VAr=2
SCEH:
Y(u) =z(t) = cie” + coe®™ = ¢yt + cot?
Wronsky:

= c1p1(t) + cagpa(t)

w2(t) | |t | e
A e | T 2|77
Normalizando: )
dz  2dx 2
w—za—k* :tEArctant
I(t)*/wdt*/md 2/ Arctant dt =
n wE) 12 -
1 1 1 1 1 1 1 1
- e dt = —— — —— )dt=—= — - — Arctant
t2+/t21+t2 t2+/(t2 1+t2> @y e
t“A tan ¢
Iz(t):/%)(?)(t)dt:/ CE AR / Arctant dt =
2 1 1 2
—Zho o —at=-"42 - =—Z42logt—log(1+t
i /t1+t2 i / (t2 1+t2> t+ ogt —log (1+¢7)
Finalmente:

mm:w@hw—wmbm:ﬁ(l

1
—— — — — Arctant
t2 t

14 ¢
1—t—t*Arctant — 2tlogt + tlog (1 +t°) = 1 — t — t* Arctant + tlog +
SCEiH:

z(t) = c1o1(t) + capa(t) + 1 —t — t* Arctant + tlog

1+
L, t>0
5.4 Encontrar a solugdo completa da EDO
W+ 1) o) o ppr =41 >0
dt? dt ’ '
adivinhando uma fun¢do de poténcia como solucéio da equagdo homogénea
Gabarito: Para ¢t > 0 a equag@o equivale
dx 2-t*dv 2+t t+]
dt2 " tt+1)dt  tE+1)7 ¢
Adivinhamos, t > 0:
ei(t) =t°
Derivando:
o1 (t) = at*!
i (t) = ala—1)t*7?
Inserindo: )
d°z dx
1 —
t(t + )dt2 +(2-t )dt (2+t)
t(t+1)a(a—1)t“+(2—t) —(2+ )
(t(t+ Dafa — 1) + (2= )ta — (2 — 1)) t*
(P (—a+1) +t(ale—1) +2) +t(ala—1)+2))t* ? =0 &
—a+1=0 A ofla—-1)+2 & a=-1 A 0=0 & a=-1
Ou seja, uma solugdo da equacdo homogéna é
1
t) = —
w1(t) ;
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Encontramos uma segunda solu¢do da mesma:
212 2-# 2+t —t—2 t+2
Pt) = == e = ey
tt+1) 2+t 2+t t(t+1)
Decompondo o dltimo termo:
t+2 a b
= -4+ — & t+2=a(t+1 bt
ISV ARES! t2=alt+1)+
Substituindo, ¢ = 0 respectivamente ¢t = —1:
2=a AN 1=-b
Isto é:
(t) =1+ g i
p tt+1
Integrando:
Pi(t) = 1+2——dt —t +1logt® —log|t+1| = —t +1lo r
= t+1 & & - S1r1
E:
Pt
t2
Calculando: o)
e ! t+1 41 t t t t
/(pl(t)thi/ e —dt /(t-l—l)edt:(t—!—l)e—/l-edt:te
Assim: o)
e ! 1 t t
t) = t ——dt=—-te =
ealt) = r(t) [ St = 1ot = e
Deixamos para o leitor verificar que o2 (t) = €' de fato é solugdo da equagio homogénea.
Solu¢d@o completa da equagdo homogénea:
z(t) = %1 +eoe’, >0
Para encontrar uma solugéo particular da equagdo inhomogénea:
L et 1 1\ ¢ t+1,
wi=| 5 G- (Fea)e -t
Formamos:
wi(t) (t) 1t+1 t? t_ ot
W(t) t ot t+ 1°
Integrando:
o1 (t)q(t) / —t -
ILi(t)= | ——=—dt = dt = —
0= [ Z5 ‘ ‘
E:
p2(t)g(t) _ ot £
W (t) t ot+1
Integrando:
wa(t)q(t) / 1o
Ix(t dt = [ tdt = =t
)= [ 2
Obtemos uma solugdo particular da equagdo inhomogénea:
0t 1 1 1
po(t) == p2()1(t) — 1 (D) 2(t) = e’ (e ) — o 5t" =1 -5t
Deixamos para o leitor verificar que po(t) = —1 — —t de fato € solugdo da equacdo inhomogénea. Solugdo completa da
mesma, é:
C1 + 1
Jr(t):7—|—626 _1_§t’ t>0

5.5 Sabendo que tens solugdes exponenciais, ¢1(t) = e“*, encontrar todas as solugdes maximais das EDOs:

(@) 2o .
X
tt+ 1)L (2 )dt

2
pTE 2+t)=(t+1), t>0.
5.6 Sabendo que as equagdes homogéneas tens solucdes polinomiais, encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:

s d%x d:v

d*z dx
) ) Vi Y, T R
®) (P +4) 5~ 2T +2w=0, (ER,
d*z
(c) (2£° +t)ﬁ+(2t +3)t——8tm—0 teR,
d*z dx
(d) 7(75 +1)W+ta—x—Arc‘cant teR.
d’x dx
t 1) == + 26— — 2z = 4¢? 2, teR.
(e)(+)dt2+ ik €
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5.7 Sabendo que tens solugdes potenciais, @1 (¢) = t, encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:

2
(a) 2#% +3t% —r =92 450 t>0,

5.8 Encontrar todas as solu¢des maximais das equagdes diferenciais:
2
(a) %fG%Jer:etcoszt, teR
Gabarito:
PO =X —6X+9=(\*—-3)
A = 3 é raiz dupla. SCEH:
z(t) = (c1 + cat)e™, t €R
Escrevemos: 1 1
q(t) = e’ cos’t = Qet + get cos 2t
Advinho solugdo para equagdo inhomogénea:
2(t) = Ae' + Be(1 T2t
14 1

LAe' = AP(1)e" = 4Ae" = ¢ A= 3

LB+t = BP(1 4 20)e1+200 = (9 — 2i)? Be(1+20" — _g;Be(1+20 . %e(1+2i)t o

_ ;1 — iz
160 16
1 1 ;
z(t) = get + T6ie<1+2')t
Zp(t) = Re(z) = let — iet sin 2t
P 8 16
SCEiH: . .
z(t) = (e1 + C2t)€3t + Ze' — —e'sin2t, t € R
8 16
d*z dx ..
(b)W—Q%-i-Zm—esmt, teR
Gabarito:
PO =M -224+2=N-1)’4+1=0 & X=1=+i
SCEH:

z(t) = (c1 cost + casint)e’, t €R
J4 que e’ sint é soluciio da equacdio homogénea, adivinhamos:

z(t) = Ate(tH0?

P'(A\)=2x-2:
L= A{P'(14+0) + P(1+ i)t} " = AP/(140)e " = A(2(1 +1) - 2) )" =
214Dt .= OFDE o 4= 1 = —li
21 2
1 ; 1
2(t) = —§ite(1+”t = —itet {—sint +icost}
z(t) = Im(z) = %tet cost
SCEiH: 1
z(t) = (c1cost + co sint)et + §tet cost, t € R
d*z dx et
Gabarito:
PO =X-22+1=N-1)’=0 & A=
SCEH:

z(t) = (c1 + cat)e’
Pondo 1 (t) = e e pa(t) = te':

W(t):‘ iigg zzgg ‘: ZZ (1 ft) L=+t —tet = #£0
h(t):/*olv(;)(‘g)(t)dt:/etffdt St =
Ig(t):/“”v(‘ﬁ)(;(t) :/tetf dt = tlgdtf—%
w1 =] 00 a0 | = a5

SCEiH:

1
z(t) = (c1 + cat + E)et, t#0

Observamos que nenhuma solucdo pode ser extendida para ¢ = 0.
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2
(d %—&—43&:—40032@ teR
Gabarito:

PN =MN4+4==0 & \=+2

SCEH:
z(t) = c1cos2t + cosin2t, t € R

q(t) = —4cos 2t = —4Re(e*™)

J4 que €% é solugdo da equacio homogénea, adivinhamos:

2(t) = Ate*™

P'(\) = 2X:
= i 2 . " . i i 1 .
LAte®™ = AP'(2i)e*" = fiAe®" .= — 4" o A= —7 =
2(t) = ite®™ = —tsin 2t + it cos 2t
zp(t) = Re(z) = —tsin 2t
SCEiH:
z(t) = c1cos2t + (c2 +t)sin2t, t € R
dQCL‘ ¢
(e)ﬁ—$:4t6, teR
Gabarito:
PA=X—-1==0 & M==I1
SCEH:

z(t) = (c1 + cat)e’, t ER

J4 que tanto e’ e te’ sdo solugdes da equagio homogénea, adivinhamos:

z,(t) = Atde!

Temos:
LAt e" = A(P"'(1) + 3tP" (1) +3t°P'(1) + £*P(1)) ' =
4 2
6Att::4tt & A=_-—==
e e o 3
zp(t) = §t3et
SCEiH: 2
z(t) = (c1 + cot + §t3)et, teR
dQI dZC —2t .
) o7 +4- +5z=—2e "sint, teR
Gabarito:
PO =N +4+5=A+2+1=0 & Xr=-2%i
SCEH:
z(t) = (c1cost + cat sint)e*Qt, teR
q(t) = —2¢ ' sint = —2Im (6(72+i)t)
2(t) = Atel 72!
L:= A(P' (=24 i) + tP(=2 4 i))e72F9!
P'(N) =2x+4

Lz = AP/ (=2 +i)e 2" = A(2(=2 + i) + 4)e 72" = 2147270 = 27200 o
1

2

2(t) = —ite 2Tt = —jte ™ (cost +isint) = te > (sint — i cost)
z,(t) = Re(z) = te *'sint
SCEiH:
z(t) = (c1cost + (ca+t)sint)e > t e R

5.9 Encontrar todas as solu¢des maximais das EDOs:
dx .
(a) cosh t% + sinhtxz = 3cosh2t, t € R

Gabarito: Observe:

dx + sinhtz = 4 cosht z(t) = 3cosh2t =

ht
COSRU di

coshtx(t):/3c05h2t+c: gsinh2t+c =

3 sinh 2t + ¢

c
t) = =3sinht4+ ——, t€R
z(t) cosht Ssinhit + cosht’ €
HaTepaTika 21 Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
Made in BTEX Simples!
29 de junho de 2018 Err, err e err novamente.

Mais menos e menos € menos... Piet Hein



.‘ Dr. Ole Peter Smith

. Instituto de Matematica e Estatistica
U F G Universidade Federal de Goias
ole @mat.ufg.br - http://www.ime.ufg.br/docentes/olepeter

Alternativamente a equag@o € equivalente a (cosh ¢ # 0):

Wb

dzx cosh 2t
T + tanhtx = 3 cosht

P(t) = [ P(t)dt = [ tanht dt = logcosht:

_ —P®) P(t) 3 cosh 2t
z(t)=e {/e q(t) dtc} i {/cosht coshit dt + ¢

3 {/costhdt—i—c}: 3 {lstht—i—c}: 3 {sinh¢cosht + c} =
cosht

cosht cosht
/

c
3sinht+ ——,t€eR
sinht + coshi’ €

2

. d°x dx
(b) smtﬁ—cos,ta =1,teR

Gabarito: Primeiro, considere a equacdo homeogénea:

sintl cost ¥ o g
dit? dt ~ dt’ dt

Quando cost # 0 < t = 5 + pm:
v _ o
dt ~ cost

1
z(t) =c1 + c2 / @dt

1 cost 1
dt = dt = d
/ cost / cos? t / =™

Artanhsint = % log

= Artanh u]

u=sint
1+sint
1 —sint

u=sint ~

SCEH: 1 1+ sint
sin
t) = —log ——
() =erteazlos T3
Faltamos apenas uma solug¢@o da equac@o inhomogénea. Vemos que x(¢) = — sin ¢ € solugdo. Logo, SCEiH:

1 1+sint .
z(t)=c1+ 02510g1—75int —sint

Alternativamente, calculando:

W(t):’ go}(t) (p?(t) ’: 1 Artanlhsmt 1
e1(t)  pa(t) p— cost

h(t):/%dt:/%dt:/coﬁdt:smt

cost

I(t) = Mdt = Mdt = [ costArtanhsint dt = Artanhu dul|
w(t) :

cost

u=sint

1
Artanhu du = w Artanh u — /u - ;du = uArtanhu — 3 log (1 — u®)

1—

1
I5(t) = sint Artanhsint — 5 log (1 — sin® t)

@o(t) = pa(t)11(t) — p1(t) I2(t) = sint Aetariisin ¢ — (W— %log (1 — sin® t)) =

1
3 log (1 — sin® t)

Sobre o integral, [ = 2du Primeiro:

h 1
dtanhz = 5 =1—tanh’z
dx cosh” x
Com u = tanh z < 2 = Artanh u:
du 9 dx 1 1
1= = = =A h
e v & o 1_ /17 dy rtanh u
No outro lado:
Lo _1f 1 1
1—u?2 214w 1-—wu

1, 11 1 1 1, 14w
/mdu—/2{1+u+1iu}du—2{log(1+u) log (1 u)}—210g17u
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6 Séries de Poténcias e EDOs

Para alguns EDOs, particularmente do segundo ordem (tipicamente EDOs com coeficientes polinomiais): podemos encontrar
solucdes em forma de séries de poténcias:

—+oo
Y= f(l‘) = Zanxnv
n=0

onde z perténce a um certo intervalo, o intervalo de convergéncia, | — X\, A\[. Mencionamos, que uma série de poténcia é
uniformamente convergente no seu intervalo de convergéncia, isto é, podemos ’trocar somatério com derivagio (integragdo)’, ou
seja:

—+o0 —+o0
y = f'(z) = Znanm"ﬂ = Znan:vnfl,
n=0 n=1

“+oo +oo “+oo
y' = f"(x) = Z n(n —1)anz" > = Z n(n —1)anz" ? = Z n(n —1anz™ >,
n=0 n=1 n=2

Mencionamos a fun¢io soma de umas séries de poténcias notdveis:

+oo 1
n=0

+oo

x
Z—':ez, Z'ER
= n!

+
NxZn

Z—:coshx, zeR

2n)!

n=0

+oo 2n+1
x .
=sinhz, ze€R

= (2n + 1)!
to 2n
Z(—l)”x— =cosz, z€R
—~ 2n! '
+§ 22t
(—1)"7' =sinz, z€R
= (2n+1)!
+oo "
1 l—2)=-— — 1
oB(1 =)=~ T el <
—+oo
(1—a:)a:z< g )xn, lz] <1
n=1

Na ultima série, a € R, aparece os coeficientes binomais generalizados:

( a ) _afa-1) - (a-nt1)

n n!

Destacamos que no intervalo de convergéncia:

+oo
y(z) = Z anx” =
n=0
d’y “+oo —+o0
T Z napz’ T = Z nanT =
n=0 n=1
Py X P "
i Z n(n —1apz" * = Z n(n —1)anx
n=1 n=2

6.1 Exercicios:

6.1 Encontrar intervalo de convergéncia para cada uma das séries de poté€ncia abaixo:

—+o0

1 5
(a) T
n
n=1
Gabarito:
An+1 n" 1 1\"
= = 14 = . =
o (n+1)n+l|x\ n+1( +n) || - 0-e|z| =0, n - 400

Raio de convergéncia: A = 400 . Alternativamente:

x
Ylan| = ’7) —, n — 400
n

= logn
b n
() 2. g x
Gabarito: log ) Jog )
any1|  log(n+1) 3" _llog(n+1 1
a, | 3nf! lognm "~ 3 logn ol = 3|I|7 o eo

Raio de convergéncia: _ A\ =3 .
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—+oo
© D> [1—(=2)"a™
n=1
Gabarito:
anpr| _|1=(=2)"" | (=" (=27 -1 ) (=27 -1
. —‘ = (2" = cr o1 | =2 o1 z| = 2|z|, n = 400

(d)

(e)

®

(2

(b

®

@

k)

@

Raio de convergéncia: A = % .

—+o0

2" 2n,
Zﬁx :
n=1
Gabarito: ot 2 )
an+1 25" T4, n
an | 22n(n+ 1)2‘ = (n+1)2 [of* = 4jaf*, n = +oo
Raio de convergéncia: A =
— (n+12n" 7
Gabarito: ( )
Gnt1| n +2)2" _1 n-+2 1
an | 2n+1(n+1)|$‘ =35 n—&-l‘x' — 2‘$|: n — +oo

Raio de convergéncia: _ A =2 .

—+oo
> (Wn+1)" 2
n=1

Gabarito: Notamos: L
Yn=n"=en'%" 51 n— +o0

Ylan| = (¥n+ 1)|x\3 — 2|x|3, n — +oo

. Ao _ 1
Raio de convergéncia: A = 7 -
=Xl
> M

nn
n=1
Gabarito:

Ant1 (n+1)In" 1\ "
an :n!(n+1)"|x|:(n+1) 1+E o] = +o00, m = Fo0

Raio de convergéncia: _ A =0 .
+oo 1
Z ——2z", a>b>0;

a™ +bn
n=0
Gabarito: ( ) ) ”

An41 a”™ +b" 1 1+ a 1
= = -——2 x| = —|2|, n =
an an+1+bn+1|x‘ CLl+ (§)n+1 ‘$| a|x| n +00

Raio de convergéncia: _ A =a .

=
;::02"+1$ :

Gabarito: Questdo anterior, com @ = 2 ¢ b = 1. Raio de convergéncia: _ A =2 .

+ n n
f (-=1)"2? 220

2n ’
n=1

Gabarito:
22n+2 op 2 n+1

An+1 2 2
= =4 —4lz|", n —

Raio de convergéncia: A = % .
SS @)

niz
n=1
Gabarito: )

Ant1 (2n+2)!-n! 2n+2)(2n+1)
= =-—""——"—"z| 2> 4lz|, n >
n (271') R (’I’L ¥ 1)!2 ‘-T| (TL + 1)2 ‘-T| ‘$| n —+00

Raio de convergéncia: A = i .

—+oo
—n2 n
Z 3 T .
n=0
Gabarito: )
37’!,

An+1 _ _ 1
= 3r1)2 |z| = 32nt1

Qn

|z] = 0, n — +o0

Raio de convergéncia: A = +o00 .

6.2 Encontrar a série de poténcia e seu intervalo de convergéncia das seguintes fungdes:

Melhor caminho ao sabedoria, meu amigo?
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(@) f(z) = cos®x;
Gabarito:
+oo n +oo no2n—1
cos?y = L _1 I (=D 2 _ (=1)"2 2n
f(x) = cos x—§(1+0052x)—§+§n:0 @)l (2z)™ = 1+7;1 (@] ,z€R
(b) f(z) = sinh®z;
Gabarito:
too 1T 52n—1
o 2 _ 1 _ 1 2n 1 _ 2 2n
f(z) = sinh x—g(costh—l)—i (2n)!(2x) —5= (Zn)!x ,rER
n=0 n=1
1+2
1
© f(z) =logy/—:
Gabarito: Para |z| < 1:
+oo  n +oo n "
log(1—z)=— — = log(l+=z Z
n=1 n=1
1+ 1 1 "
f(x) =log T2 §(log(1—|—x) log (1 — x)) 2(2—2 >
+oo n too  2p41
1 T <P
52 (1=(=D")—= ol <1
2 = n = 2p+1
Alternativamente:
1 =,
1—22 Z o =
z oo <>O 2 +1
14z 2n 2" v
=1 dt = " dt = dt = 1
B\VT 2 / 1— 2 /Z Z/ 2+1 ] <
d = ;
@ f() = 5=
Gabarito:
1 1 X
=5 =5 —*Z( ) = X g bl <2
T
@ 1) = e
Gabarito:
l—z-22"=(1-2)2+1) &
T _ x _a n b
1—z—222 (1—-z)(1+22) 1-2 142z
=a(2x+1)+b(1 —x)
1
r=1 = 1=3a < a_g
U S S SR |
T2 2 2 3
x 11 1\
1+x—222 3\l-z 1+2z)
1 “+oo “+oo 1 +oo
3 <Z " — Z(-z@”) =3 > - (=2)"a",
n=0 n=0 n=0
onde |z| < min(1,1) = 1.
+oo
T 1 1
= =N (1-@"a" -
R e =l ICECUENERS
(®) f(z) =log (1 + z);
Gabarito: Para |z| < 1:
log(l—av):—+zooﬁ = log(l+4+z)= —+OO (=)"a" lz] <1
n=1 n=1 n
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@ flx) = (1+2")log (1 +a);
Gabarito: Para |z| < 1:

(1+2%)log (14 z) = (1 +2°)

n
n=1 n=1 n=1
+oo n+1 n +oo (_1)n+lxn 2 (_1)n+lxn +oo 1 1
= + _ ) 4 -1 n+1 - no_
I R B B O
n=1 n=3 n=1 n=3
x> = n—1
- 42 " 1
z— g 2 (GO e fal <
n=3
(h) f(x) = Arctanx;
Gabarito: Para |z| < 1:
1 = 1 = 1 =
_ n = — -1 n_n = — 1 n_2n =
11—z Zx 1+zx (-1)"e 1+ 22 Z( )'e
n=0 n=0 n=0

(i) f(x) = Arctanz + log m;

Gabarito: Para |z| < 1:

Arctanz = f ﬂx27l+1
2+l
log(1+z) = f ”+1 = 10g(1+$2):§ﬂx2n .
n=1 2 -
o= 1 e
2 2n+1

n=1

6.3 Encontrar intervalo de convergéncia e fungdo soma, das seguintes séries de poténcia:

Gabarito: Destacamos, que uma série de poténcia é Uniformamente Convergente no interior do seu intervalo de conber-
géncia. Assim, podemos inverter derivagdo, respectivamente integragdo, e somatorio.

“+oo
(a) Z(_l)nIQn
n=1
Gabarito:
+oo ) +oo ) 1 J:Z
_ln no_ _ "—1:7—1: o 1
—+oo
(b) an";
=0
Gabarito:
400 +o0 +o00 +oo
n __ n—1 __ d n o__ d n __ d 1 _ X
nz::onx 7:6;::0”3: 7$n§_:0%z fm%nz::oz =TT = (1_m)2,\x|<1

+o0 _1 n—1 .
© 2 g

n=3
Gabarito: Comengamos com:
400
1
T = lz] <1
z n=0
Integrando:
x x +oo +oo n+1 +oo "
/“T:;dt /‘§:tdt E:/“tdt =2
0 n=0 n=1
Isto é:
+oo 2"
1 _ _ il
og(l-z)=—3 " |o| <1
n=1
No mais:
1 _1 1 1
nn—2) 2\n—-2 n
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Assim:
2 = — =
:3n(n—2) —n-2 ‘—Zn
n=1 n n=1 n n=1 n
R X g2
2 _
Z n n + 2 te=
n=1 n=1
2 IR 22
—1 R —_— =
(@ )T; —+ 5t
2 z’
1-= )log(lfx)+?+x
Entao: N
X 1—z? >
= log (1 — — 4+ ==
D e R s I
Finalmente:
too -1 2 2
(=n"— , ¢ —1 x x
" = —g(—x) = log (1 - —+ = 1
> gy = (o) og (14+2) = -+ 2, Jal <
+oo on
d LS
(d) ,;1 —a
Gabarito: N N
2—3:" = l(2:v)" = —log(l—2z), |z|] < 1
n n 2
n=1 n=1
—+oo
(e) Z(—l)n(n + D)z,
n=1
Gabarito: Comengamos com:
+oo
1 n
1_93—7233 s zl<1l =
1 d 400 400 d 400 +oo —+o0 —+oo
_ n __ n __ n—1 __ n—1 __ n __ n
T B P P P
Isto é:
+oo 1
n
D>tz = ==z b =] <1
n=1
Substituindo x por —x:
+o0 1
H(=1)"z"™ — -1 1
S0+ D" = o L lel <
+oo
+2
_9 n Tl n,
® ,;( )
Gabarito: Comengamos com (|z| < 1):
+o0 n+1 +00  n+41
T T
log(l—z)=— =—z—
e B i Shs
too xn+1
=—z —log(1—
nz::l T z—log(l—2z) =
+oo xn+2 5
;nJrl =—z"—zlog(l—z) =
i(9132—91310 (1-2)=-2z—-log(l—2x)+ e
dx & - & 11—z
iio 2 B +ooixn+2 B +o0 n+2xn+1 —xio n+2z”
dx n—l—lin:ldxn—i—lin:ln—&—l B i+l
Ou seja:
—+o00
n+2 1 1
"==.(-2z —log(1l— —— | =-2——log(1—
S =g (et e 1) og (1) + 1
Substituindo x por —2x:
+ too
an+2 , n—+2 n 1 1
= -2 = —2——log(1+2 1
;( )T ;nﬂ( z) 55 108 (1+22) + 7= |o| <
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+o00 1
(@ T;mfﬂ 5

Gabarito: Sabemos (z € R):

" +oo

= x x 1 (&R S
DD D e P Db <n_o' ‘Zm) -
%(ex—%s—g—x—l),xeR
+oo 1y
) nz::l 22n((2n)+ 1)5”%;
Gabarito: Sabemos (z < 1):
1 +oo 1 +oo
i) DL 1+x2:z(_x2)n =
n=0 n=0
z+0<> +o0 1)n —
/0 1+t2dt / "t = ZQn—!—lx
Arctanz = f =07 2 = Z
2n + 1 2n—|— 1
::; é;i_)nlx% = %Arctanx &

1
= = Arctanz — 1, |z| < 1
T

—~ 2n+1
Substituindo z por % :
+oo
(_1)71 2n 2 €
= —Arctan - — 1 2
Z 22n(2n+ 1) T rctan 2 ’ |$| <
n=1
+oo 1
OB =i
n=1
Gabarito: Para |z/3] < 1:
SN n_1+°°(§)"_1 +°°(£)"_1 _
ntl™ 3 3/ 3 3
n=1 n=1 n=0
1 1 1 3 1
. —1)==—2_= Z. 3
3 (1—; ) 37— 3 3o 1<
—+o0
0) — ! v
Gabarito: Paraz € R
—+oo (_ n —+oo 1
> _ =) o) -1= —1,z€eR
n=1 n=0
+oo 1
%) — "
r;a n(n —1)(n — 2)
Gabarito: Para Vn #£ 0,1, 2:
__ 1 _e, b , c
nn—1)n—-2) n n—-1 n-—2
l1=a(n—1)(n—2)+bn(n—2)+cn(n —1)
Pondon =0:a = é,nzl:b:—l,n:Q:c: %
1 1 1
nn—1)(n—-2) 2n n—-1 2(n-2)
Para |z| < 1:
1 X
1—=x - Zx =
n=0
+oo n+1 +oo n +oo n—2
x x™ x
log (1 — =— i _
o8 ( z) n:0n+1 ;n Zn—l 712371—2
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Juntando os resultados:

+oo n
) =
—inn—1)(n-2
13X " 13X om
527_ n—1"'2 n—2
n=3 n=3
1 X z" " IR gn1 2 g 1 2+°° "2 B
AR D B DB b By R A P i

2
2 x x 2
—2—1log(l—z)— L% L2 —
(z z—1)log(1—x) 5- 1 t®

—%(m—l) log(l—x)—%x—kgx lz| <1

6.4 Dado a EDO:

Py dy
29 L% 9y =
(+) dw? ~ Vdz Y ’
Gabarito: )
dy _ dy
29 L% 9y =
dz? dx Y
+o00 +oo
Zn(nfl anz"” fonanx - fZZanx" =
n=2 —
+oo
Z(n—l—Q)(n—i—l Qni2T" Znanac —QZanx =
n=0
—+o0 —+o0
Z(n +2)(n+ Dang2z™ — Z(n + 2)anz™ =
n=0 n=0
—+oo
Z(n +2)((n+ Dant2 —an)z" =0, neNy &
n=0
Férmula de recursdo:
a =9 ne No
T E
Ou: a
On = ":21, n>1
Termos pares:
a _ a2n—2 _ a2n—4 _ _
Tom—1 (@2n-1)@2n-3)
ao
2n—-1)2n—-3)-...-1
remos (20 = 1)(2n — 2)(2n ~ 3) (2n)!
2n2n—-1)2n—-2)(2n —-3)-...-2-1 2n)!
2n—1)2n—3)-...- 1= =
(2n—=1)(2n —3) m2n—2) ... 2 2nn]
Inserindo:
2"n!
A2n = mao
Termos impares:
a _ a2n—1 _ a2n—3 _ _ ai _ ai
T Ton T 2m(2n—2) 7 2n(2n—2)-...-2  27nl
Da férmula de recursio segue que ambas as séries tem raio de convergéncia A = +oo. SCEH:
2” R |
_ n! Qn 2n+1

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0, 1, 0).
Gabarito: («:EO, Yo, yé) = (07 1, 0) = (07 ao, a‘l)'

—+oo

Znn' 2n
n=0 :

(b) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solu¢@o de (), passando pelo elemento de linha (0, 0, 1).
Gabarito: (zo,y0,y) = (0,0,1) = (0, a0, a1).

400

1 on
y2(z) = Z 2"n'x2 tHreR
n=0 :

(c) Encontrar intervalo de convergéncia e funcio soma da série da questéo anterior.

Gabarito:
= 1 2n+1 ™= 1 x 2\" 1.2
- S g = () et een
n=0 n=0
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(d) Escreve a solugdo completa do (x).

Gabarito:
1.2 = 2”71' 2
y(z) = cize?”™ +c2 Wﬂc ", zeR
n=0
6.5 Dado a EDO: )
d’y dy
Gabarito:
32+m—+y xz n—lan"2+m2nan"1+2an =
+oo too toe
Z n(n — 1)(1,123"71 + Z nanz" + Z anz" =
n=2 n=0 n=0
+oo too
Z n(n+ Dapy12™ + Z(n + Dapz™ =
n=1 n=0
+oo
Z(n +1) (nan+1 +an)x" +ao:=0 &
n=1
an
ap=0Napy1=——,n>0
n
n > 1:
an = — Qan—1 — QAn—2 — _ Qan—-3 S
" n—1 (n—1)(n—2) (n—=1)(n—2)(n—3)
n ai (71)n
-1 =
S i Y e e ws Sl e ST

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0,0, 1).
Gabarito: (0,0, 1) = (z0, ag,a1):

n

3

M+

+
1 Z "= _ge™, zeR
(n—

(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fung@o soma da série do questdo anterior.
Gabarito: Pela férmula de recursio:

An+1

1
=—-—=0,n— 400
Gn n

Raio de convergéncia A = 4-c0.

(c) Qual séria a estratégia para encontrar a solugdo completa do (*)?

Gabarito: o)
e T\ e ” 1 .
w)= [ e = [ siemte= [ e

6.6 Dado a EDO:

Gabarito: 2 p
2,4y Y
(—2%) 22 dx -
—+o0 —+o0
(x — ) Z n(n —1)anz" > — 3z Z nanz" "' — Z anx" =
n=2 n=0 n=0
—+oo —+o0
(x — 2?) Z n(n —1)anz" > — Z(Pm + Danz™ =
n=2 n=0

—+o0 —+oo

“+oo
Z n(n — 1)anac"71 — Z n(n — Da,z" — Z(Pm + Dapz™ =

n=1 n=0 n=0

—+oo —+oo
Z nn+ 1ant12"” — Z(n(n —1)+3n+ Daz" =
n=0 n=0

+oo

Z(n +1)(napnt1 — (n+ Day)z™: 0 &

n=0

Paran = 0: 0a1 = ao, ou seja a; livre (arbitrdrio). Férmula de recurséo:

n+1

An+1 = an, >0
Recursivamente:
o — n a n 11/—/1’ . n n—7 a _n Za na
Pl T a2 T a3 g1t
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(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia a solugdo de (x), passando pelo elemento de linha (0,0, 1).

Gabarito:
—+o0
() = a1 Z nz"
n=1

(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fung@o soma da série do questdo anterior.
Gabarito: Pela férmula de recursio:

n+1

An+1
L O T T e
n

Gn

Raio de convergéncia A = 1. Fung@o soma, para |z| < 1:

—+o0 —+o0
z)=am E nx" = a1x E nz" ! = alxi Lo ai i
drl1—=z 1—=)?
n=1 n=1

(c) Encontrar a solu¢do completa do (*) no intervalo | — 1, 1[.

Gabarito: Parax # 0ex # 1:
2
dy 3 dy 1 y=0
dz? 1—zdr z(l-—2x)

3 .
11—z

Vemos, p1(x) = —
Pi(z) = /—% dz =log (1 —z)®

e~ 1@ 1—z)73 1—z 1
yQ(x):/de:/Td:p:/ = d:c:—;—log|:r|

I-2)"
6.7 Dado a EDO: )
dy dy
: 222 Aty = 0,
() wog =g, Tz =
Gabarito: )
dy dy
Y __ < 4 —
xde dm +4a° vy=
+o0 +o0o
xZn(nfl anT Znan +4x32anx”:
n=1 —
Z nfl fnanm +4Zan =
+
Z anmnfl +4Zan,4x"71 =
3 —+oo
Z n—2)anx n-ly Z (n(n —2)an + an—a) 2" =
n=1 n=4
400
—a1 + 3aszz? + Z (n(n —2)an + an-4a) 2 l=0
n=4
Concluimos:

a1=a3=0Ann—2)an+an—a=0,n>4

Formula de recursao: 4

e
n(n—2)a b=

an =
Pela condicdo:
a1 =0 = a4p+1:0,p20

E:
a3 =0 = aupt3=0,p=>0

(a) Encontrar em forma de uma série de poténcia, a solugdo, ¢(x), de (x), tal que: p(0) = ¢'(0) = 0e ¢"(0) = 2.
Gabarito: a2 = 2. Parap > 0:

—4 -1
a = Qup-2 = —————Qup—
T ap+2)ap T (2pr 2
Recursivamente:
a -t a = L a = =
T prn2p T @p+ )220 -1)(2p-2) T T
(1) (1)
az = az
2p+1)2p2p—1)(2p—2)-3-2 (2p+1)!
Entdo: .
= (=DP o
= 2 P
(@)= 23 2p+ 1"
p=0
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(b) Encontrar intervalo de convergéncia e fun¢do soma da série do questéo anterior.
Gabarito:
I o L A,
gal(m)—azp;)mm = 2sinz”, z €
(c) Encontrar a solug¢do completa do ().
Gabarito: Para p > 0:
—4 -1
Qap = ——————~Qap-4 = ———~A4ap—4
Podp(p—-2) T 2p(2p-1) T
Recursivamente:
a ! a ! a
4p = 5o Q4p—a = 4p—8 = -
Too2p(2p-1) T 2p(2p - 1)(2p—2)(2p-3)
(-1 ey
0= 0
2p(2p—1)(2p—2)(2p—3)-...-4-2 (2p)!
Entdo:
+oo (71)17 . )
P
p2(x) = ao ¥ =apcosz”, x € R
() I;O (2p)!
A solugdo completa do EDO:
o) = a sinz? + co cosxz, reR
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